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PREFAŢĂ 


În reprezentarea matematică a fenomenelor lumii reale, linia de cîmp 
este o curbă definită ca soluție a unui sistem diferențial ordinar autonom. 
Din punctul de vedere al intuitiei corpusculare, linia de cimp indică traiectoria 
pe care o urmează o particulă plasată într-unul din punciele domeniului de 
definiţie al unui cîmp veclorial,dacă particula este sensibilă la tipul de cîmp 
considerat. De aceea liniile de cîmp apar în mod natural în probleme de me- 
canică, mecanica jluidelor, electricitate şi magnetism, termodinamică, biologie, 
chimie etc. 

În aceasiă carte se grupează într-un tot unitar tot ce se știe despre liniile 
de cîmp și despre conceptele necesare gi cele conexe explicitării proprietăţilor 
acestor curbe în R”. Rezumatul cărții este următorul : se definesc cîmpurile 
scalare, cîmpurile vectoriale și operatorii diferențiali,se prezintă proprietăți 
ale cîmpurilor vectoriale speciale (potențiale, irotationale, solenoidale, Killing, 
conforme, liniare, afine, proicelire, lorsionale, hamilioniene, biscalare etc.), 
se expune teoria liniilor de cîmp și a curenților generati de cimpurile vectoriale, 
se cercetează stabilitatea punctelor de echilibru, se pune în evidență rostul 
sistemelor potențiale şi al catastrofelor elementare, se studiază hipersupră- 
fetele constituite din linii de cimp, se explică bifurcația în mulțimea de 
echilibru şi bifurcația curentului, se studiază distribuția ortogonală unui 
cîmp vectorial și se cercetează proprietățile energiilor unor cîmpuri vectoriale. 

Din punctul de vedere al exprimării matematice s-a uprecial că veeva- 
luările accesibile sînt mai folositoave decit mentinerea unui limbaj matematic 
ermetic. In acesi sens s-au preferat exemplele furnizate de alte discipline, 
farorizind în special pe cele care au calitatea că nu îngroapă conceptele mate- 
matice într-un noian de dale neesențtiale. De asemenea, la începutul Jiecărui 
capitol este dată o prezentare succintă a conținutului, a aplicațiilor în celelalte 
discipline și a exemplelor, toate sugerind importunja practică și teoretică 
a capitolului respeclir. Aceste mici introduceri completează titlurile capito- 
lelor şi pavagrajelor care se reojeră numai la conținutul matematic şi nu la 
aplicații. 

Cartea este adresată inginerilor, matematicienilor, Jizicienilor, biologilor, 
chimiștilor și studentilor, fiind elaborată pe baza experientei acumulate la 
Catedra de matematici I din Institutul Politehnice Bucureşti. Ea înclină 
spre modelul lucrărilor aciuale de aplicatii ale geometriei diferențiale și 
ecuaţiilor diferențiale şi cu derivate parțiale la probleme concrete. 

În încheiere, tin să aduce multumiri tuturor celor care au jăcut observații 
fructuoase privind conținutul acestei cărți. In mod deosebit ne referim la 
specialiștii ICE MA T-ului, acad. Sabba Şiejăneseu, proj. dr. docent Aristide 
Halanay, prof. dr. docent Radu Miron, prof. dr. docent Marcel Roşculeţ, 
prof. dr. Valter Olariu, prof. dr. Andrei Tugulea, conf. dr. Lon Teodorescu, 
lector dr. Oltin Dogaru, leclor dr. Ionel Pevy şi asistent Serban Bolintineanu. 
De asemenea, mulțumim Editurii Tehnice pentru interesul manifestat fajă 
de tematica abordată. 


Bucuresti, 1988 C. Udrişte 
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1. CÎMPURI VECTORIALE 


Cimpurile scalare (v. 1.1) și cimpurile vectoriale (v. 1.2 şi 1.5) sint modele matematice 
derivate din legi ale naturii dinire care citām următoarele exemple : 

1) legea vitezei de sublimare a moleculelor și legea presiunii necesare aparitiei feno- 
menului de sublimare, condiţia de echilibru și expresia volumului în procesul de obținere în 
cosmos a unor produse sub formă de sfere, 

2) viteza de evoluţie locală a unui sistem biologie format dintr-o specie „răpitor“ şi o 
specie „pradă, cimpul gravitațional, cimpul electrostatic, cimpul vitezelor în masa unui 
fluid și gradientul unui cimp scalar. 

Teorema funcției inverse si teorema funcției implicite stau la baza geometriei diferan- 
iale. Partea elementară din această geometrie se referă la subvarielățile lui R” (v, 1.3). 

Unele proprietăți cantitative sau calitative ale cimpurilor scalare și vectoriale sint puse 
în evidenţă de derivata in raport cu un vector sau cu un cimp vectorial, tratate ìn 1.4, sau de 
operatorii gradient, hessiană, rotor, divergență și laplacian. prezentati în 1.6. 

În 1.5 şi în problemele 2 şi 3 din 1.7 sint descrise alternative de definire a vectorilor tan- 
genţi, și deci a cimpurilor vectoriale, impuse de nevoile de abstractizare și anume de trecerea 
dela R? la varietăți diferențiabile finit sau infinit dimensionale. În 1.7 sint date citeva probleme 
pe care le-am considerat utile în fixarea și completarea teoriei. 


1.1. Cimpuri scalare 


Fie R mulţimea numerelor reale și R” spaţiul euclidian canonic 
cu dimensiunea n. 

O funcție de tipul f: R"— R se numeşte cîmp scalar pe R". Pentru 
prescurtare cimpul scalar se notează cu f, iar valoarea sa în punctul 
a = ee s a) CP EY 

Un cimp scalar continuu se numește de clasă C°. Un cimp scalar 
care are derivate parţiale continue pină la ordinul p inclusiv (p = 1, 
2, ...) se numeşte de clasă C”, Un cimp scalar care admite o dezvoltare 
în serie Taylor în vecinătatea oricărui punct x e R” se numeste de clasă 0o 
sau analitic. 

Observaţie. Fie S o submulțime oarecare a lui R”. Cimpul scalar f:S— R se nu- 
meste de clasă CP, p > 1, dacă există o mulţime deschisă De RY care include pe S și un cimp 
scalar F : D— R de ciasă C”, p > 1, astfel incit f = F is. 


Fie f: R” — R un cimp scalar de clasă C2. Soluţiile sistemului 


ëf | ĝi 
—— (a RE. i AEA i R m ey ar 0 
cr Ca 


ge numesc puncte critice ale cînipului scalar f. Punctele în care cel puţin 
PY E cf f Eia 
una dintre derivatele ——-, ...,—— nu se anulează se numesc puncte 
cti Cta 
regulate pentru f. 


Fie c un număr real. Mulțimea 
M, = f(e) = (25 << 5 2a) | (Do oes Ba) ER", J2 o. -s 2a) = 0} 


se numeşte multime de nivel constant c sau mulțime de ecuatie carteziană 
implicită f(E ..., n) = 06. Pe scurt se scrie M,: f(E... 2a) = 0. 
Evident, dacă c € f(IR"), atunci M, = Ø. 

Denumirile puncte de nivel constant, curbe de nivel constant şi suprafete 
de nivel constant se utilizează pentru anumite mulțimi de nivel constant 
în cazurile n = 1, n = 2, respectiv n = 3 (vezi 1.3). 

Dacă privim pe ce ca fiind variabil în R, atunci ecuațiile f(z,, ..., Sn) =0 
reprezintă o familie de mulțimi de nivel constant. Această familie are pro- 
prietățile : 

1) prin fiecare punct trece o mulțime de nivel constant şi anume 
prin So = (Lio, - -+ Zuo) E R” trece multimea pentru care c = f(£o); 

2) două mulțimi de nivel constant nu pot avea nici un punct comun. 
Dacă ar avea unul, ele ar trebui să eoincidă și acest lucru este o consecință 
a faptului că fiecare valoare a unei funcţii este unică. 

Mulţimile de nivel constant atașate funcției f sînt strîns legate de 
graficul lui f, împreună servind la descrierea unor proprietăţi calitative 
ale cîmpurilor scalare. Graficul cîimpului scalar f: (R"— R este submul- 
țimea lui R”+ definită prin 


G(f) == Uz eso Dny Basi) | (ti; iani Dn) € R”, Tau = Îi TSR ta). 


Astfel se observă că M, nu este altceva decit proiecția pe IR” a sec- 
țiunii graficului lui f prin hiperplanul 2, = €. Pe de altă parte, G(f) este 
mulţimea de nivel constant zero ataşată funcției F : R*+ >R, F(li -Ent = 
= fa e e e Ba) — Pasa: 

n general M, conţine atit puncte regulate cit şi puncte critice ale lui 
J. Punctele critice ale lui f care fac parte din M, se numese puncte critice 
sau singulare ale lui M,. 

Dacă f este un polinom de gradul n, atunci M, se numeşte hipersupra- 
faţă algebrică de ordinul n. În particular avem următoarele denumiri : 
hipersuprafete algebrice de ordinul unu (hiperplane), Mpersuprafeţțe algebrice 
de ordinul doi (hiperevadrice) ete. 

Exemple. Să considerăm cimpurile sealare definite pe IR? respectiv prin 

2? ye (a — Y°), 2 — 0, £ — Sapt, 1°, 22. 

Acestea se vizualizează fie prin graficele corespunzătoare care au respectiv alura din 

fig. 1.1 — 1.5,a, fie prin curbate de nivel constant cara sint schițate în fig. 1.1—1.5, b. 


Aplicaţii. 1.1. Într-un mediu cosmic asemănător vidului are loc sublimarea metalelor. 
Viteza de sublimare a moleculelor de la suprafața corpurilor formate din substanţe anorganice 
se determină cu relația [31] 


Kaaa trei (1) 


Fig. 1.3 Fig. 1.4 


Fig. 1.5 


unde V este viteza de sublimare, p este presiunea vaporilor materialulvi, M este masa moleculară 
a vaporilor materialului, iar T este temperatura absolută. Relaţia cu ajutorul căreia se deter- 
mină presiunea necesară apariţiei fencmenului ce sublimare este 


lg p = A — BJT, A, B = const > 0. (2) 
Un model matematic al legii fizice (1) este cîmpul sealar f:D— R, D= Rx(—%,0]x 
z 
x (—o0, 0)U Rx [0, c0)x (0, 00) c R°, f(x, y, z) = os £ (sau o restricție a acestuia). 


Mulţimile de nivel constant alușate funcției f sinl submulţimi din D caracterizate prin ecuații 
carteziene implicite, c2z = fy. Acestea sint suprafete riglate deoarece secțiunile lor prin planele 
x = k sint porţiuni de drepte, x = k, az = Wy. Graficul lui f este o hipersuprafață a lui RE. 
B 
Relaţia fizică (2) este strins legată de funcția f : R/[0} — R, [(2) = E „A, D=const>0 
sau de restricția Fie TA: “Tabelul de variație al lui feste (fig. 1.5) 
ma 


—90 0 


| 1/2 oa 
0 + o |o + 0 
72) i A 0 e.. 
fe) A g œ [0 Pi et 
1.2. Procesul de obţinere în cosmos a unor produse sub form 
friz) de sfere incepe cu dilatarea ungi bile (in stare lichidă) prin interme- 


diul injectării de gaze sub presiune în interior. Diametrul interior Dy 

al cavităţii în care se allă gazul este determinat de prosiunca gazu- 

(0,e4; lui p, și de tensiunea o a lichidului ce o înconjoară. La rindu! ei 
“torta tensiunea o este determinată de diametrul bilei D, şi de presiunea 
exterioară pg. Condiţia de echilibru pentru fiecare punct de pe supra- 


$ fața sferică este dată de relația 


O| (1/20) zZ 1 1 i 
dp — = 40 | —— — A 3 
Fig. 1.6 pe D, De © 


unde D, este diametrul interior, iar D, este diametrul exterior al inelului sferic (fig. 1.7). Sin- 
gura mărime constantă a procesului este volumul V al materialului, stabilit inițial pentru obți- 
nerea grosimii finale 5 a pereţilor și a diametrului exterior D,. Dependenţa dintre presiunea 
interioară pa, diametrul exterior D, și volumul V al materialului este dată de relația [31] 


pag fă N 4 
| “ta sai ai 


Legea (3) sugerează cimpul scalar f: Z — R, 


t 1 
E = R?N (yOzU Or), ey, 2) = 42 (+ — 2). 
g y 7 
Mulțimile de nivel constant ale lui fsint porțiunile > 
din E ale conurilor de ecuații cry = zy — za. Gra- LLL 
ficul lui f este o hipersupralală a lui R4. 
Cimpul scalar, cu domeniul de definitie maxim 
posibil (din punct de vedere matematic), care mo- 


delează legea (4) este f: E — R, E = RN (yOzU Fig. 1.7 

U {x,y De, y—421=0), fu.) = 
că E 64 pa A 

= — | — — ~ |. Fată de acesta, legea (4) reprezintă mulțimile de nivel con- 
6 (y — 4) 


stant pozitiv ale unei restricții a lui f. 


1.2. Cimpuri vectoriale 


Fie [R” spațiul vectorial (real) euclidian canonic cu dimensiunea n. 

Ca orice spațiu vectorial euclidian, [R” este implicit un spațiu punctual 
euclidian. 

Fie v şi două puncte oarecare din R”. Perechea ordonată (æ, y) se 

numeşte vector tangent la [R” în punctul œ (segment orientat, vector legat) 


10 


şi se reprezintă grafic printr-o săgeată care începe din punctul æ şi se ter- 
mină în punctul y (fig. 1.8). Punctul e se numeşte originea sau punctul de 
aplicație al vectorul tangent, iar y se numește extremitatea sa. Dacă, 
æ = (0,0, ...,0) este originea lui [R”, atunci (x, y) se 
numește vectorul de poziţie al punctului y. y PXx 
Punctul X = y — v se numește partea vectorială a / 7 
vectorului tangent și în loc de (7, y) putem nota X, sau / $ 
chiar X dacă punctul de aplicaţie se subînţelege. / 
Din definiţia vectorului tangent la [R* într-un / 
punct rezultă că vectorii tangenţi X, și Y, coincid (sînt / dx 
egali) dacă și numai dacă au aceeaşi parte vectorială, 
X = Y, și acelaşi punct de aplicație, «= y. 
Doi vectori X, și Y, care au aceeaşi parte vectorială X = Y, dar 
care au puncte de aplicaţie diferite, œ + y, se numesc paraleli (fig. 1.9). 
Fixăm un punct « e [R” gi considerăm toți vectorii tangenți la [R” în 
æ. Multimea tuturor vectorilor tangenti la R” în vse numește spatiul tangent 
la R” în punctul v și se notează cu T.R” (fig. 1.10). Spaţiul tangent se 
organizează ca spaţiu vectorial cu operațiile 


X, +Y, == (X +Y); rX; > (Xa 


fe W% Astfel, ca spațiu vectorial, T,R” este izomorf cu 
| IR”, izomorfismul fiind dat de corespondenţa X > X,. 
| Produsul scalar în T,[R” se definește astfel : 


(Xz; Ks) == (X, Y), 


i 

| 

l unde membrul drept reprezintă produsul scalar din 

2 R”. În particular, norma (lungimea) vectorului X, 

Fig. 1.9 este numărul || X,|| = || X||. Un vector de lungime unu 
se numește vector unitate sau versor. Dacă (X, Y) = 0, 

Wax atunci vectorii tangenţi X,, Y, se numesc ortogonali. 
Din inegalitatea Cauchy-Schwarz rezultă 


x 7 
< la 3 dă = $ 
XI YI 
si X De aceea formula 
Xr x : (X, Y) 
COS p = —-——; pe [0,x] 
Fig. 1.10 PIN dle 


defineşte unghiul dintre doi vectori tangenţi nenuli X, și Y, (fig. 1.11). 

Un sistem ordonat de n vectori unitari, reciproc ortogonali, tangenţi 
la R” în æ, se numește reper în punctul g. Dacă {E,, Ep, ..., E,) este un 
reper în punctul g e R”, atunci Y X e 7,IR" putem scrie 


Yx 
X= (X, E,)E, F (X, E»), E, n pă a (X, En) E, 
Numerele reale 7; = (X, E), i = 1, 2, ..., n, se e 
numesc componentele lui X în raport cu reperul fixat x Xx 
şi sînt mărimi algebrice ale unor proiecții. Fig. 1.11 


11 


Reperul (1,0, ..., 0), (0,1,...,0)2, . -3 (0,0, ..., 1), se numeşte reper 
natural, iar componentele unui vector în raport cu acest reper se numesc 
componente euclidiene. 

Fie 


h = Ta, + LI 5 +... + Fop A 


2 


b O Tai En A fasa F e. E Pesta 
n—1 vectori din T.R” raportați la reperul (E, ..., En}. Vectorul 


K Buci 


7 fa Toge ee Tan i 
Xx... XX, = e T, R” 


= 


"nu Tna- lrn 


unde membrul al doilea este un determinant simbolic ce se dezvoltă după 
prima linie, se numeşte produsul vectorial dintre X,, ..., Xa. Evident, 
X, X... X X, este ortogonal pe fiecare dintre vectorii X., ..., Xp. 

Să considerăm n vectori X; e TIR". Numărul (X, XX... X X,) se 
numeşte produsul mixi al celor n vectori. Dacă 
Ki = (T Tier oe o Tin) Xo = (Tau Paas oee Pan «5 An = (fai Pans cay Pau) 
atunci 


Fu Fas +++ Te | 


(ds o AI Ro re 1 


Ini Tna ss Tnn 


Modulul acestui număr reprezintă volumul n-paraleli- 
pipedului construit pe vectorii X,, Xa, ...3 X,- 

În R? reperul natural este is = (1, 0, 0),,j. = 
(0, 1, 0), ke = (0,0, 1); şi se poate vorbi de produsul 
vectorial a doi vectori tangenţi (fig. 1.12) 


Va = Qiz + bje + ca, Wa = eis + Jia + gkz, 
iz jr Ka 
Vex Wz =la b ce 
-DEE 


O funcție X care asociază fiecărui punct a al lui R” un vector X(z) 
tangent la R” în z se numeşte cîmp vectorial pe R” (fig. 1.13). 

Un cimp vectorial X pentru care X(w) este paralel cu X(y), Yæ, y € IR”, 
se numeşte cîmp vectorial paralel sau constant. Malțpimea valorilor unui cîmp 
paralel se identifică cu un vector liber. Cimpurile paralele U,, Uz, ..., Un 
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definite prin. U,(2) — (1,0, ..., 0), Us(2) = (0, 1, oog 0 2, U,(2)= 
= (0,0, ..., L), se numesc cîmpuri fundamentale, iar ansamblul lor se 
numeşte cimpul reperului natural. 


Teoremă. Dacă X este un cîmp vectorial pe R”, atunci există n functièt 
reale fi: R”> R, i = 1,2, ..., n, astfel încit 


X = JU, + fala + ... + faU 
Cimpurile scalare f: se numesc componentele 
euclidiene ale cîmpului X. 


Demonstraţie. Prin definiție X asociază lui v un 
vector X(z) tangent la [R” in æ. Deoarece partea 
vectorială a lui X(x) depinde de z, ea poate fi scrisă su sd 
în forma (f,(2), fa(2), - . -, fu(2)) şi astfel obţinem func- sia 
tiile f; : R”> R, i = 1, 2, ..., n. În plus, Ve e [R”, avem 

X(2) = (J2), f8), -3 fala) = file, 0, . -5 0) + 
+H fa(2)(0, 1, . .., 0)z oe + Ja(2)(0, 0, oeg 1) = 


= fi(æ)U(æ) + fa(0)Uz(0) +... + fa )U(0). 


Deci X = Y fU.. Evident funcțiile f sint unic determinate. 


i=l 
În particular, orice vector tangent X, se reprezintă in forma 


n 
X= V rUs) 
i=1 
Algebra cîmpurilor vectoriale se construieşte pe baza următoarelor 
operații : 


(X + Y) = X(x) + (o), (XXe) = flo) Xa). 


De asemenea produsul scalar al cimpurilor vectoriale X şi Y se defi- 
neşte prin 


(X, Y)(z) = (X(x), Y(z)). 


Produsul reciorial al cimpurilor X, ..., X, se defineşte prin 
aX... X X (2) = Xa(2)x... XX, (x). Produsul mist al cimpurilor 
STA io a y X se defineşte prin (Xo XX... X X, 2) = (X (2), X (@)X 
XI da X,(2)). 

e definite anterior punctual se pot exprima prin operații 
asupra componentelor cîmpurilor respective. De asemenea facem obser- 
vaţia că în baza teoremei precedente, orice cîmp vectorial X pe [R” este 
echivalent cu o funcție de tipul F : R"— R",Fi(a)=| (fal D9, falb )e -esa I. 
De aceea este natural să spunem că X se numeste cîmp vectorial de clasă 
0? dacă componentele sale sînt de clasă O”? (ea funcţii reale). În ipoteza 
că X este de ctasă C?, p > 1, dispunerea vectorilor X(x) urmează reguli 
suplimentare precise, cel puţin în vecinătatea unui punct, reguli impuse 
de existența liniilor de cimp şi a hipersupratețelor de cimp (v. cap. 3 şi 6). 
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Să presupunem că ne referim la R°. În acest caz cîmpul reperului 
natural (i, j, k} este definit prin (fig. 1.14) 


i(æ) = în = (1, 0, 0)», Îl) = je = (0, 1,0), (2) = k; = (0,0, 1). 


Orice cîmp vectorial pe [R? se scrie sub forma (fig. 1.15) 


X = fiz, y, 2) + giw, 9,2) + Ale, y, z) k. 


$ d A 
z i # hix y-zìk Ká 
t B 
Ma 


| Auzi gwszi / 
l j 
na zii y 


x 
În 
3 
kii 


S 
xe 
Spaa- 
| 
| 
| 
| 
| 
* 


Fig. 1.14 Fig. 1.15 


În cazul spaţiului [R° se poate defini produsul vectorial a două cîmpuri 
X și Y şi anume 
(XXY) — X(2)x Y(2). 


Observații. 1) În genera! domeniile de definiție ale cimpurilor scalare sau vectoriale 
utilizate in continuare vor fi submultţimi D ale lui R”. 

2) Cimpurile vectoriale N, ...s Nm. m < n, se numesc liniar independente pe DR» 
dacă N,(2). ...+ Xm(x) sint vectori liniar independenţi, oricare ar fi x e D. Acest tip de „liniar 
independență“, folosită in problemele elementare, nu are același conţinut cu liniar independenţa 
definită pe spaţiul vectorial real a! cimpurilor vectoriale (spațiu de funcţii, infinit dimensional, 
vezi 1.5). 

3) Două cimpul vectoriale X și Y se numese coliniare pe D dacă există un cimp scalar 
f:Ð—R astfel incit Y = fX. 


a 
> o —— AAN 


—— o e Pa pe 
— e m 
—— o — 


Xtxyi=(1:0} KXixyiz{xy) 
Fig. 1.16 


Xoy l=i-yx) 


Trei cimpuri vectoriale X, Y şi Z se numesc coplanare pe D dacă există două cimpuri 
scalare f, g:D—R astfel incit Z = fX + gY. 


Exemple. 1) În fig. 1.16 sînt prezentate trei cimpuri vectoriale tipice pe R?. 


2) O problemă importantă pentru ecologie este fenomenul oscilaţiilor populațiilor. Studiind 
populația piscicolă in Marea Adriatică, Volterra şi Lotka au ajuns la concluzia că viteza de evoiuţie 
locală a unui sistem biologic format dintr-o specie „.răpitor** și o specie „pradă“: are expresia 
X(x, y) = (z(a — by), y (cx — dh), (x. y) E R?, unde a, b, c, d sînt constante. 
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3) Cimp gravitațional (fig. 1.17). Fie R? modelul matematic al spaţiului fizie tridimensional 
şi m o masă situată în origine. Forţa de atracţie cu care acționează masa m asupra masei unitate 
situată în punctul arbitrar (x, y, 2) este (v. 2.2) 


m 
F(z; y, ©) = — = (zi + yj + zk). 
AF 2)” 


Fig. 1.17 Fig. 1.18 


Functia (x, y, 2)— F(x, y, 2) se numește cîmp gravitațional (newtonian) produs de masa 
m pe RIN((0, 0, 0)}- 

4) Cimp electrostatic (fig. 1.17, 1.18). Fie R? modelul matematic al spaţiului fizic tridimen- 
sional și q o sarcină electrică situată in origine. Forja E cu care sarcina qa acționează asupra 
sarcinii qg = +1 (unitate de sarcină electrică în SI, 1 coulomb = 1 As) situată în punctul arbitrar 
(z, y; 2) este (x. 2.2) 

fai piei e iezi eee dl 
dze (x? + y? + Ed A 


unde s este permitivitatea mediului în care sint plasate sarcinile. 
Funcţia (x, y, 2) — Ely, x, 2) se numește cimp vlectrostalic produs de sarcina qy pe 
RN {(0, 0, 0. 
5) Cimpul vitezelor în masa unui fluid. Fie R? modelul matematic al spatiului fizic tri- 
dimensional şi o sursă de debit g situată în origine, La trecerea prin punctul (x, y, 2) o particulă 
de fluid care izvorăște din origine are viteza (v. 2.3.) 


V(x, Y: = Fà —— 
AT (x+y pe 0/2 
Funcția (x, y, 7) — V(x, y, 2) se numește cimpul viteze!or în masa fluidului. 
6) Gradientul. Fie D o multime deschisă din R” şi f: D— R un cimp scalar de clasă Cl. 
Acestui cimp scalar ii putem ataşa cimpul vectorial 


(zi + yj + :k). 


numit gradientul lui f. 
Fie Me: ftis ..-+ Ta) = e mulțimea de nivel constant e atașată lui f şi Xo E Me. Să arătăm 
că grad f(x) este ortogonal pe orice curbă din Me care trece prin xp cu viteza (f). Pentru a 
dovedi acest lucru fie IcR și g = (tjs ...s Xa) : I — R” o curbă de clasă C? cu proprietăţile 
alla) = To şi æ (1) CM. Derivind identitatea f(x (0, .. -> Xali)) = ce, te I în raport cu f, găsim 
af da, Əf Ary 


dz, di Se ei E: 
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În particular, (grad f(0), œ'(la)) = 0, adică grad f(x) L (19). În baza acestei proprietăţi se spune 
că gradientul este un cimp vectorial normal la oricare dintre mulțimile de nivel constant Me 
(fig. 1.19). 


1.3. Subvarietăţi ale lui R” 


Să considerăm o funcţie de tipul F: R”— R”. Funcțiile fi = mel: 
[R"—(R, unde y sint funcţiile coordonate ale ni R”, se numesc componen- 
tele euclidiene ale lui F și se serie F = (fi; . - -, fm). Mulțimea 


GIF) = (a = o3 Cao Jlr eey Enh oo eg În aa o e o La)) (Ers -+ 3 La) E R”} 


se numeşte graficul functiei F = (fis .-., fa). Evident G(F) coincide cu 
mulţimea valorilor funcţiei (a... 2a) > (Ej; e -y Cay ful eey Bahoo 
3 Jnl Zis -eeg Pa) 
Funcţia F este de clasă 0? dacă și numai dacă componentele fi, 
i = 1, ..., m, sint funcții de clasă ©”. Unei funeţii F de clasă 01 i se ata- 


şează matricea jacobian 
află  <.. Se] 


J(P) = Pa Se e ANa $ 
olom es Of] dEn | 

Dacă n = m, atunci determinantul matricei J(F) se numește jacobianul 
lui f şi se notează D(fp -i3 Ja llre Pa). 

Funcţia F : R” > R” se numește : 

1) înjectivă dacă relaţiile æ, y e R”, F(o) = F(y) e R” implică a = y; 

2) surjectiră dacă Ve e R”, 3æ e R” astfel încit F(s) =z; 

3) bijectivă dacă este injectivă şi surjectivă ; 

4) imersie dacă este de clasă 0! și rang J(F)(a) = n, Ye e R” (n < m); 

5) submersie dacă este de clasă C% și rang J(F)(a) = m, Yge” 
(m < n); 
6) regulată dacă este imersie sau submersie ; 

7) difeomorțism pentru n = m, dacă este de clasă C! şi dacă posedă 
inversă de clasă C!. 

Dacă funcția F nu este regulată într-un punct æ, atunci œ se numeşte 
punct cvitie sau punct singular, iar F() se numeşte valoare critică sau va- 
loare singulară. 
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Teorema luneţiei inverse, Fie F: [R° > R" o funcție de clasă Ot. 
Dacă x elk" este un punct pentru care det J(F)zo) #0, atunci există o 
vecinătate D a lui x astfel încît restricția lui F la D să fie un difeomorfism. 


Teorema funcției implicite. Pie F =( fi; 1 Jm) : RR" = R” o functie 


de clasă 0!. Dacă în (a, b) € IR"*" avem F(a, b)=0 gi D( fir - +a fn) (a,b) #0, 
Dy, vis +3 Ym) 

atunci există o vecinătate D a lui a și o functie de clasă O? (unică) g : DIR” 

astfel încit gla) = b și f(%, g(2)) = 0, Yæ e D. 

Urmind modelul suprafețelor din [R° care se definesc cu ajutorul 
ecuațiilor (implicite sau explicite sau parametrice) ataşate unor funcții 
cel puțin de clasă C1, care îndeplinesc anumite condiții ce asigură netezi- 
mea și absența autointersecțiilor, introducem subvarietățile lui R”. 

O submulțime M a lui [R” se numește subrarietate de dimensiune m 
(< n) dacă pentru fiecare punct s e M există o mulțime deschisă D din 
[R* care conține pe x ṣi o submersie F : D — [R"7” astfel încât 

MnD = {|x e D, F(<)= 0}. 

Teoremă. Fie M o submulțime a lui R". Următoarele proprietăți sînt 
echivalente : ; 

1) M este o subvarietate de dimensiune m a lui IR"; 

2) pentru fiecare punct x c M există o mulțime deschisă D din [R" care 
conține pe x şi n—m functii f: D — R.i = 1, ..., n — m, de clasă Ol 
astfel încît vectorii grad f:(x) să fie liniar independenţi și M n D = {e| w e D, 
fla) = 0, ef) = 0}; 

3) pentru fiecare punct « e M există o mulțime deschisă D in [R" care 
conține pe & = (Tı, .. + Zn) 0 mulţime deschisă E din R” care conține pe 
(is -- -p Pa) S n—m functii kı: E> R, i = 1, ...,n — m, de clasă 01 
astfel încit, abstracție jăcînd eventual de o permutare a coordonatelor, M n D 
să fie graficul aplicației (hi, .. <a ham): E> RR; 

4) peniru fiecare punct « e M există o multime deschisă D din R" care 
conține pe x, o mulțime deschisă E din R” și o imersie injectivă g : E— R” 
cu imaginea M n D și cu inversa gt: MOD — E continuă. 

Demonstraţie. Schematic 1) = 2) = 3) = 4) = 2). Proprietatea 2) este 
o traducere a proprietății 1) utilizînd componentele fi, ..., fum ale sub- 
mersiei F. Reciproc, dacă 2) este adevărată, atunci F = (fn fam): 
D— R” este o submersie în punctul æ. Deoarece determinanţii sînt 
funcții continue, funcția F rămîne submersie pe o mulţime deschisă ce 
conţine pe æ şi deci 2) = 1). 

Proprietatea 3) rezultă din 2) în baza teoremei funcţiei implicite. 
3) = 4): funcția g:E> R”, g(u) = (Wj, sim h(t), ..., hacm(u)), 
4 = (W, ..., Um), este o imersie injectivă cu imaginea M nD şi cu inversa 
gI: MOD >E continuă. 4)= 2): reprezentăm imersia g prin. 
componentele sale 7, = gı(Urs o- -y Um); o. -3 Un = Jalti o- 3 Um) Dacă 
Dig » -+ 9m) 
Lai RE a) 
«0 03 Dmhy o- 3 Um = Pui; < sy Za) CU Condiţiile 

Tm = Jml Pia - -y Cm ee Omu -< -3 m)), 


(uo) # 0, atunci prin teorema funcției inverse u, = e(2y... 


Da = apa -03 Da) <- e3 Pm( Pas -> -9 m)). 
2 — c. 594 
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Funcţiile definite prin 


file) = Ener — Jml Pi Pi so eg Luhy osy Palas e33 Daha 


T O Și d le. O i 3 A E OO 0 3 e pu A . . 


fn ml) = Di — Dal Pl fu «e. Dah e Pal 2 <- eg m) 


satisfac condițiile din 2). 


A Exemplu. Considerăm un circuit RLC format dintr-un 
Fi rezistor, un inductor și un capacilor (tig. 1.20). Prin fiecare 
+ ramură trece curent avind intensitatea i și tensiunea v. 
La un moment dat, circuitului i se asociază două triplete 

de numere reale (ix, iz, ic) (oa, Vr, bc). Acestea sint legate 


prin legile Kirchhoff i; = iz, = — ic, Vn + bp = ve și legea 
R c Ohm generalizată vg = Ọ(iz), cu Ọ funcţie de clasă CI. 
fi LA Schimbind notațiile, asociem circuitului RLC ur- 
/ mătoarea mulțime : 
| ai — Da = 0, za + au=0 
— | sa: 2 -3 3 
M = (as + -s Te) 
L | Xa + 25 — t = 0, Ofri) — a = 0 
Fig. 1.20 care este o subvarietate de dimensiune 2 a lui Rê. 


Dacă în fiecare din definițiile subvarietății utilizăm funcţii de clasă 
0?, p > 1, atunci M se numeşte subvarietate de clasă 0?. 

Subvarietățile de dimensiune 0 sint mulțimi de puncte izolate din R”. 
Subvarietățile de dimensiune 1 sînt curbe, iar subvarietăţile de dimensiune 
2 se numese suprafețe. Subvarietățile de dimensiune n sint mulţimi des- 
chise în [R*", iar subvarietățile de dimensiune n — 1 se numesc hipersu- 
prafete. 

Imaginea nnei imersii injective nu este intotdeauna o subvarietate 
(inversa nu este neapărat continuă). Imaginea unei funcții de clasă 0! 
poate fi o subvarietate chiar dacă acea funcție nu este o imersie, De ase- 
menea fiind dată o submersie F : R”—> R”, mulţimea F-1(2) este sau vidă, 
sau o subvarietate de dimensiune n — m a lui R”. În general, fiind date 
două funcții G : R> R”, H:IR>— R” de clasă C1 care nu verifică peste 
tot condiţiile de definiție a unei subvarietăţi, putem obține subvarietăți 
din G-:(2) sau din H(R”) eliminind punctele singulare. Acestea sìnt fie 
puncte in care condiția rangului nu este verificată, fie puncte de autoin- 
tersecție. 

Fie M o subvarietate a lui R” de dimensiune m şi D o mulțime des- 
chisă din R”. O funcție L: D — R” de clasă C! cu proprietățile 

1) kh(D)e M, 

2) h este o imersie injeetivă, 
se numeşte hartă in M. 

Dacă h este numai imersie, atunci h se numeste parametrizare a regiunii 
h(D) din M. Conform teoremei precedente orice punct v e M admite hărţi 
h: D— M astfel încit e eh(D). 

Fie M o subvarietate a lui (R* şi I un interval din R. O funcție continuă 
a:I — M se numeşte curbă in M. Dacă I = [a,b] ṣi ala) = a(b), atunci 
curba « se numeşte închisă. O curbă închisă a : [4, b]— M cu proprietatea 
că a: [a,b)— M este injectivă se numeşte curbă simplă şi închisă. 
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Un vector v din R” se numeşte tangent în punctul æ la subvarietatea, 
M dacă există o curbă a:1 => M de clasă C! pentru care a(t) = m, 
a'(to) = Y, t € Z. Mulțimea vectorilor din R” tangenţi la M în a este un 
subspaţiu” vectorial al lui R” de dimensiune m numit spaţiul tangenti la M 
în v și notat TaM. Mulțimea PU = U T.M se numește fibrarea tangentă 

EM 
a lui M (subvarietate a lui R?” de dimensiune 2m). 

Un vector w din R” se numeşte normal la M în punctul æ dacă el este 
ortogonal spaţiului tangent T, M. Multimea tuturor vectorilor normali la 
M în punctul v este un spaţiu vectorial de dimensiune n — m numit 
spatiul normalia M în punctul x ṣi notat N, M. 

Fie M o subvarietate a lui R”. O funcție X care asociază fiecărui punct 
æ e Ji un vector X(+) tangent la [R” în punctul œ se numeşte cîmp vecto- 
rial pe M. Dacă X(x) s 7, Yx e M, atunci X se numeşte cîmp vectorial 
tangent la M, iar dacă X(«) e N+M, Ya e M, atunci X se numeşte cîmp 
vectorial normal la M. 

O subvarietate MW se numeşte simplu coneză dacă pentru fiecare 
punct se M şi fiecare curbă închisă a: [a, b]> M, ala) = alb) = 2 
există o funcţie continuă H : [«, b]x [0,1] — M astfel încât 


H(t, 0) = a(t), H(t, 1) = ao, Yte [a,b], 
10,8) =— A g Ys e [0,1]. 


Această definiție conţine faptul intuitiv că a poate fi continuu deformată 
la punctul ap. 

O subvarietate M se numeşte conexă dacă Ye, y e M există o curbă 
a: [a,b]—> M de clasă Cl pe porţiuni care uneste pe zeu y, adică a(a) = £, 
a(b) = y. 

O submulțime M a mi R” se numeşte subvarietate de dimensiune 
m (<n), cu frontieră, dacă pentru fiecare punct x e M există o mulțime 
deschisă D din R” care conține pe æ şi n — m +1 funcţii fi: D> R, 
el, „n — m + 1, de clasă C? astfel încit vectorii grad fi(x) să fie 
liniar independenți și 


MnD = {ele S D, Jle) = 0, ...3 nžm(2) =F 0, Jamy) > 0}. 


Mulțimea 
IM =(a|eecM şi fanm) = 0), 


numită frontiera lui M, este o subvarietate de finit m — 1. Mulțimea 
M — EM, numită interiorul lui M, este o subvarietate de dimensiune m. 


1.4. Derivata în raport eu un vector 


Fie D o mulțime deschisă din R”, fie f, g: D —> R două cîmpuri 
scalare de clasă 0! şi e un număr real. Cimpurile scalare f + g, cf, J9, I9 
sînt de clasă C1 și au loc relaţiile 


grad (f + g) = grad f + grad g, grad (cf) = e grad f, 
grad (Jy) = g grad + frad g, grad = e E 
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Observații. 1) Deoarece d/(2)(h) = (grad f(x), h), pentru determinarea lui grad f(x) 
putem utiliza diferenţiala df(z)(â). 
2) Deseori in loc de grad se scrie semnul nabla, V. 


Fie D o mulţime deschisă din R* și f: D — R un cimp scalar de clasă 
01. Fie v= (4, ...,&)eD şi X, un vector tangent la D în punctul v. 
Fixăm intervalul 7 ə t astfel încit x + tă e D, unde X este punctul cores- 
punzător vectorului X,. Evident 1— æ + iX reprezintă restricţia unei 
drepte şi dacă f este de clasă C!, atunci funcția compusă t> f(x + tX) 
este tot de clasă CI. 
Numărul 
Dx f = a. fie +- iX 
Xy 
di i=0 
se numeşte derivata lui f în rapori cu vectorul X,. 
Derivata lui f în raport cu vectorul X, reprezintă acțiunea vectorului 
X, asupra funcției f indicînd cantitativ schimbarea lui f(s) cînd æ se 
mişcă în sensul lui X. Dacă X, este un versor, atunci Dx f se mai numeşte 
şi derivata lui f după direcția X,. 


Lemă. Dacă X = (tj; zy o: 23 Ga), atunci 


ĉ 3 | 
(0) + -+ a, L (2) = (Xa VFA) = Afla), 
ct Ca 
unde Vf esie gradientul lui f, iar Af este diferenţiala lui f. 
Demonstrația este imediată ca urmare a teoremei de derivare a unei 
funcții compuse. 


Dacă Dx] = sja £) = 0, YX. e 7,D, atunci v este un punct 
critie al lui J, Aa v ia ) = ii 
Fie V f(e) # 0. ka inegalitatea ee 
| Dx T == | (Xz; Vfi (2))| < X, | | vf) |, 


în care egalitatea are loc Bat Pi rye dacă X, şi Yf(2) sînt coliniari, 
rezultă că funcția X, X.| = 1 îşi atinge minimul — || 7f(2) | 
pentru X, = — V fle) Ifa $ rii | yfe) pentru X, = Yf(2)/ 
| Zæ). Astfel —vyfi(z) [respectiv Vf(x)] indică local direcţia şi sensul 
în care f descrește (creşte) cel mai repede. De aceea gradientul este des 
utilizat în teoria extremelor. 


În ipoteza Tfl(z) # 0, relaţia Dx,f = 9 este echivalentă cu faptul că 
X, este tangent în punctual æ la hipersupratața de nivel constant a lui f 
care trece prin punctul y. 


Teoremă. Fie f,g:D— R funcții de clasă CO, N, Ye TD și 
a,b e R. Sint satisfăcute relaţiile 


Das] = aDx,f + bDr, J, 
Dy (af + bg) = aDx, J + bDx,9, 
Dx (Jg) = g(2)Dx, f + JUD. 
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Demonstrația se bazează pe lemă și pe proprietăţile gradienţilor. 

Folosind noţiunea precedentă, putem defini acțiunea unui cimp vecto- 
rial X asupra unui cimp scalar f de clasă Ct (ambele definite pe D) ca fiind 
cîmpul scalar notat cu Dxf şi a cărei valoare în fiecare punct > e D este 
numărul Dx, f. Cimpul scalar Dx] se numeşte derivata câmpului scalar 
J în raport cu cîmpul vectorial X. În particular, pentru cazul n = 3, avem 


2 ĉ 
Dif = a ? D;f= L 4 , DF = a pä 
ar ëy z 


În baza teoremei precedente deducem că derivata Dx f are următoarele 
proprietăţi : 


Davh -= fDyxh =- gDyh, 
Dx(aj + bg) = 4Dxj + bDxg, 
Dx( jg) = fDxg + 9Dx], 


unde f, g, h sînt funcții reale, X şi Y sint cimpuri vectoriale, iar a, b sînt 
numere reale. 


Observație. Relaţia Dyf = (Vf, X) pune in evidență că Dyf=0 dacă şi 
numai dacă X este un cimp vectorial tangent la mulțimile de nivel constant ale lui f. 


Noţiunea pe care o introducem acum generalizează derivata Dx,f 
şi reprezintă o operaţie asupra cimpurilor vectoriale. Fie Y un cîmp vecto- 
rial definit pe mulţimea deschisă D din R” şi X, un vector tangent la D 
în punctul v. Presupunem că Y este de clasă O! și considerăm funcția 
compusă ł — Y(v — tX), unde I teste determinat de condiţia s + tă e D. 

Vectorul 


M PR: Yi + täi 
# di ; 


tangent la D în punctul v se numeşte derivata covariantă a lui Y în raport 
cu X,. 

Derivata covariantă Dx, Y măsoară rata inițială a schimbării lui Y(%) 
cind punctul æ se mişcă în sensul lui X, (fig. 1.21) şi deci reprezintă o 
acțiune a vectorului X, asupra cîmpului vec- 
torial Y. k m g 

Lemă. Dacă Y = X,U; Haas HU, [vo F iia 
este un cîmp vectorial de clasă 01 şi X, esie un 
vector tangent la D în punctul x, atunci 


DEY = (Dx, FU) a. + (Dx, FU (2). 


Demonstraţie. Se observă că Y(r + tă)= IAR 
Pa + aU + 13) +... <Fie +). PIAA 
-U„(p + tX). A deriva un astfel de cimp vectorial în t = 0 înseamnă 
a deriva componentele sale în t = 9. Ţinind seama de definiția derivatei 
în raport cu un vector, lema devine evidentă. 


Xx 
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Proprietăţile derivatei covariante rezultă din lema precedentă și din 
proprietăţile derivatei Dx, f. 


Teoremă. Fie X și Y două cîmpuri vectoriale de clasă C! pe D, fie 
Va, We T,D şia,beR. Arem 


Davatitzl = aDy,Y + bDw,Y, Dv (JY) = (Dv, f)Y + fDv,Y 
Dv (aX + bY) = aDy, X + bD, Y, Dv (X, Y)=(Dv,X, Y)+ (X, Dv, Y). 


Noţiunea de mai sus se poate extinde considerind derivata covariantă 
a unui cîmp vectorial Y de clasă C! în raport cu cimpul vectorial X. 
Rezultatul este un cîmp vectorial care se notează cu Dx Y si a cărei valoare 
în punctul æ este vectorul Da, Y. Dacă Y = FU, +... + FU, atunci 
DaY = (DY )U, +... + (DXX ,)Un. În baza celor precedente rezultă că 
DxY are următoarele proprietăţi : 3 


Dew Y = fDv¥ -k 9DwY, Dy( PI) (Dyf TE -+ fDvY, 
Dv(aX + bY) = aDyX + bDvY, Dv(X, Y) = (Dă, Y) + (X, Dv Y). 


Observații. 1) Fie derivata covariantă Dy Y. Rolul lui X este algebric, iar Y se 
derivează. 

2) Derivatele covariante ale cimpurilor fundamentale U,, i = 1, ..., R, sint nule deoarece 
acestea din urmă sint cimpuri vectoriale paralele. 

3) Fie X și Y două cimpuri vectoriale de clasă Ct. Cimpul vectorial definit prin [X, Y] = 
= DY — Dy X se numeşte croșetul cimpurilor X și Y. 


Aplicaţii. 1.3. Fie t = (Ty. .» tu), (0) = ati +... + anzin, unde n> 0 iar ay.. än 
este o progresie geometrică cu rajia r. Să se calculeze Dao) pentru v = (1f ... îl) şi 
= (e ss Í) 


Rezolvare. Se ştie că D f(s) = (v, Vf(2)). Dar Yiia) = (ao! ries E E 


implică f(x) = (aa .. -r antn) Deci D flr) =a + ... + an = a(r” — 1)/(r— 1). Fie 
re (0,1) u (1, 00); dacă o > 0 (a, < 0), atunci f crește (descrește) pe direcția și sensul indi- 
cate de Var 


1.4. Să se verifice că X = U, + ... + U, este un cimp vectorial tangent la mulțimile 
de nivel constant ale funcţiei f : R” — R, 


1 1 1 | 

£i Za E 
f(t e.s Tn) = 

ye du iza IA 


LLă 
ð 
Rezolvare. Trebuie să verificăm relația Dyf = (Vf, X) = 0, adică 5 — = 0. Acest 


E 9; 
lucru se poate stabili utilizînd regulile de derivare a unui determinant sau scriind pe f(x) în 
forma f(x) = II (z; — 2; fiind un determinant Vandermonde. Totuşi calea cea mai 


1£ j<isn 
scurtă este să observăm că f(a, ...> 2n) = (21 — ns Ta — Tm ...s Tni — Tn); atunci, no- 
tind u, = Ta — Tns -s Una = Ty-1 — Cm găsim 


n af n—l 3 n=l 29 
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1.5. Fie cimpurile vectoriale X = xU, + ... +a Usi Y =X Xi- Să se deter- 
mine Dy Y. 


i 
Rezolvare. În baza regulilor de derivare covarianiă putem serie DY = Dy l s: 5) = 
il 


iX 
(» au X+ RA DeX A. git 3 1 XE xX h z Ele 
= X+- -X = XX X -+ X= 1 N, — m o. 
X IXI px s FI i Xi UR USI 
z 
+- yr X= O Variantă: Y= E ded n E E, 
XI Yi n. Paz Vaz Fa 
Li ; T; 
= X: Dy = | Upg Di = Â: Rezultatul obținut arată că 
=l ya H... + x2 Vaz T n x2 


X este un cimp vectorial tangent la mulțimile de nivel conslant atașate funcţiilor f; : RN {0}—>R, 


wi 
fi = 
Vaz E -- 
Ei 


funcțional independente intrucit J F =h 


i=] 


-+ Aceste mulțimi sint conuri cu virful în origine. Funcțiile i nu sint 


1.5. Cimpurile vectoriale ca operatori liniari ṣi derivări 


În acest paragraf vom utiliza notații şi convenţii specifice calculului 
tensorial. Astfel indicii vor ocupa poziţii interioare sau superioare și în 
consecinţă sumele vor fi marcate prin convenţia Einstein. 

Fie D o mulțime deschisă din R”. Mulțimea 02(D) a tuturor funcțiilor 
reale (cimpurilor scalare) de clasă Coe definite pe D este un spaţiu vectorial 
real. Deoarece înmulțirea funcțiilor reale este o operaţie IR-biliniară, co- 
mutativă, mulțimea C0e(D) este o algebră comutativă. 

Fie æ = (a, ...,2)e D şi fe 02(D). Unui vector X, tangent la D 
în punctul ~ i se asociază numărul X,(f) = Dx, f numit derivata lui f în 
raport cu X, (vezi 1.4). Derivata X,(/) are următoarele proprietăţi : 

Xalaf + bg) = a X(f) + bX-(9) 

X f9) = (XA ala) + Fx) Xg) 

(aX; + bY- F) = aX f) + bY), 
unde X+, Y, sint vectori tangenţi la D în punctul v, a şi b sînt numere reale, 
iar f, ge 0*(D). 

Să privim acum lucrurile dintr-un alt punct de vedere şi anume, 
regula f — NX-(f), cu proprietăţi convenabile, determină bine pe X,. Astfel 
sintem conduși la următoarea alternativă ca definiție a vectorilor tangenţi, 
unanim acceptată în lucrările actuale de geometrie diferenţială, 

Fie v un punct fixat din D. O funcție X.: 0*(D)— R care satisface 
condiţiile : 

1) este liniară, adică 


X(af + bg) = aX. f) + bX-(9), 


to 
Q3 


| D= 


2) este o derivare, adică 


X fg) = (Xa alo) + F)Xlg), 


unde a, be [R,f,ge 0*(D), se numeşte vector tangent la D în punctul v. 
Se observă că funcţia definită prin 0,(f) = 0, Yf e C*(D), deci vectorul 
ie pg L.A sînt vectori tangenţi la D în 
da! | ae" |x i 
punetul xv. De asemenea, dacă f = g = 1, atunci X.(1) = 2X, (1) şi deci 
X,(1) = 0. În plus X,(c) = cX, (1) = 0, pentru orice funcție constantă c. 
Identiticînd funcțiile constante cu valorile lor, se poate afirma că valorile 
oricărui vector tangent pentru scalari sînt nule. 

Fie T,D mulțimea tuturor vectorilor tangenți la D în punctul s. 
Elementele lui T.D sint funcţii reale definite pe C0o(D) şi deci are sens 
suma a doi vectori tangenți și produsul dintre un număr real si un vector 
tangent. Mai mult, pentru oricare x e D, mulțimea T.D este un spaţiu 
vectorial real, numit spatiul tangent la D în punctul v. 


zero, ca si operatorii 


a 
w . C . = e . 
Teoremă. Multimea -7 Alea cca n} este o bază a spatiului vec- 
mi 
că Xo 


torial TD (reper în punctul s). 


Demonstraţie. Evident -E i= lee ny fae parte din T.D. Să 
JE Xo 
arătăm că aceşti vectori sînt liniar independenți. Pentru aceasta pornim 


de la relația «i 2 


= 0 şi folosim funeţiile coordonate g’: DÐ > R, 


Î=1, cn. În baza definiției vectorului tangent, a titi că T, D 
(2%) = 


qi 

aa 
este un spaţiu vectorial şi a observaţiei —— = 3! rezultă 
ca i žo 
ĝa 
í 


w ln 
liniar independenți. 


= qf = dă! = œ’, j = 1, ..., n. Deci vectorii tangenți ——| sînt 
nE 


Xo 


A rămas să demonstrăm că L E Dle rea n| generează pe T, D. 


v . wv Jo . . 
Pentru aceasta observăm că pe o vecinătate convexă a lui 2 și pentru 
orice f e 0*(D) avem 


fiz) = 


Conform Rp lui X, și a observaţiei că valorile lui X, pe constante 
sînt nule, găsim 


— 20) + fulat — (a — ad). 


J= Xe) (0) + XA flat — ata! — ad) + 
+ 2fip(2)X(2)( — ai). 
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Înlocuirea æ = v, implică 


Xauf = Xala) (a). 
2% 


'Ținînd seama că f e 0*(D) este arbitrară şi notind X, (x) = ai, deducem 
2 
Xe == — qi SEI . 
ni 
ca 


Yo 


Numerele X. (4%) = a se numesc componentele lui X., iar reperul 


A 
| z? t=1,..., n} se numește reper natural. 
er 


Xe 

Dacă raportăm pe T., D la reperul natural, atunci adunarea a doi 
vectori se reduce la adunarea componentelor corespondente, iar înmulţirea 
unui vector cu un număr real se reduce la înmulțirea componentelor 
vectorului cu acel număr. 


G) îi ô ð 
Exemplu. Pentru X = —— — 2 Er Y = — + 5— şi ke găsim 
öx öy ĝx 9 
ĝ ð ð 2 
X+ OP „A E. KX = k — — 2k -—. 
92 ĝy dz 07 


O functie X: D => 7,0, X(a)e T.D, se numeşte cîmp vectorial 
eD 


pe D. 

Adunarea dintre două cimpuri vectoriale și produsul dintre o funcție 
reală şi un cimp vectorial se detinese punctual. 

Cimpurile vectoriale definite prin 


aa ee a 
CE |r 


Pa 


şi notate cu jw, i = 1, ..., n, se numesc cîmpuri fundamentale. Ansam- 
blul lor se numeşte cîmpul reperului natural. 


Teoremă. Dacă X este un cimp vectorial pe D, atunci există n funcții 
reale X': D> R, i= 1, ..., n, astfel încît 
X = Aida. 
Demonstraţie. Prin definiție X asociază lui ze D un vector, X(s} 


tangent la D în punctul v. Dar X(s) = Xi(a) .. şi regulile z— X'(s)} 
ga | 
æ e D, definesc (unic) funcțiile X‘: D > R. 
Funcțiile reale A! se numesc componentele cimpului X. Cimpul vec- 


AER E i zi îi SE 
torial X = Ai - — se numeşte de clasă C? dacă funcțiile X' sint de clasă 07. 
2% 


ð 
+ eY - — este un cimp vectorial de clasă C? 


Exempiu. X(x, y) = 2 — 
az oy 
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Alternativ, cîmpul vectorial X poate fi privit ca fiind aplicaţia 
X: 0>*(D)-= C*(D) care satisface condiţiile : 
1) este liniară, adică 


X(af + by) = aX( f) + bX), 
2) este o derivare, adică 


(fo) = (X(F)g + FX), 
unde a, b e R, iar f, g e C*(D). 


Fie X şi Y două cîmpuri vectoriale de clasă C” pe D. Cimpul vectorial 
X, Y definit prin 


J> IX YI) = XY) — IAU) 
se numeşte crogetul cîimpurilor X si Y. 
Evident [X, Y] = —[¥., X]. De asemenea pentru oricare trei cîmpuri 
vectoriale X, Y, Z de clasă C% se satisface identitatea Jacobi 
EX, [Y, ZI] -+ [Y, [2, X] + [2, [X, ¥]] = 0. 


L 


Multimea (D) a tnturar cimpurilor vectoriale de clasă 0” pe D 
este un spațiu vectorial real infinit dimensional. Deoarece croşetul [,]: 
&(D) x ¥(D)—> (D) este biliniar peste cimpul numerelor reale, anti- 
comutativ şi verifică identitatea Jacobi, multimea (D) se numeşte 
algebră Lie. 

Fie T,D spațiul tangent la D în punctul æ si o o l-formă în æ, adică 
o transformare liniară o, : T-D—> R. Mulțimea tuturor I-formelor în æ 
este un spatiu vectorial real de dimensiune n, dualul lui T.D. Acest spaţiu 
vectorial se numește spaţiul cotangent la D în punctul y și se notează 
cu TID. 

Fie fe C*(D). Funcţia df.: TLD>R definită prin f(X) = Xf) 
se numeşte dijerențiala lui f în punctul s. 

Această definiţie impreună cu definitia vectorilor tangenţi arată că 
Gj. este o 1-formă în punctul x. 


Teoremă. Fie 31: D> R, j=1,..., n, funcțiile coordonate pe D. 
Mulțimea da, j = 1, ..., n}, este o bază a lui T}, D (reper în punctul æo). 
Demonstraţie. Evident da jr, j = 1, ...,n, aparțin lui 7*D. Fie 


ĉ A A man T 
F == im gas n} reperul natural în Z.D. Ținind seama de defini- 
da PA 
ţia diterenţialei, deducem 


2 g ii [i | a 
d'la (= : ) = AP) = = 8 bi = Le sm 
ce x CI ine i 


şi deci (da, j = 1, ..., nyn, este bază duală. 
Reperul (da, j = 1, .. ., 2), se numeşte coreper natural În da. 


=> - è fai - URT.) f 7 ¿ zi ej 
Fie X-=a - | . Rezultă da’ | (Xa) = ada, | —— | =. 
ax {x CU Ja 
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De asemenea, orice 1-formă w, e TE D se scrie o = olala o; fiind 


componentele lui œ+ în raport cu coreperul natural. Rezultă az| A = o 
oa Js 


adică componentele 1-formei œ, sînt valorile lui o, pentru vectorii reperului 
natural în «. 

Fie C0*(D) algebra funcțiilor reale de clasă 0* pe D şi %(D) algebra 
Lie a cimpurilor vectoriale de clasă C” pe D. 

O funcție o: %(D)— 0*(D) cu o(X) de clasă C”, YX eẸ%(D) și 
ol fX + 9Y) = fo( X) — gal Y), f, ge 0>*(D), YX, Ye (D), se numeşte 
l-formă diferențială pe D. 

Adunarea a două l-torme diferențiale şi produsul dintre o funcție 
reală şi o 1l-formă diferențială se definesc punctual. 

Fie o o l-formă diferențială. Valorile œ+ sint 1-forme în punctele w. 
De aceea expresia locală a unei 1-forme diferențiale este os = o) da'r. 
Mai scurt, putem serie w = o; deoarece 1-formele diferenţiale dz1,..., 


- Ansamblul 


„+. dă” sînt duale cimpurilor fundamentale 2, LETI 
r D 

(dai, j= 1,..., n} se numeşte cîmpul coreperului natural. Mulțimea 

tuturor l-tormelor diferențiale pe D va fi notată cu 3*(D). 

O mulţime ordonată (N. ..., X de cimpuri vectoriale se numește 
cîmp de repere pe D dacă N, (2), ..., Xu()! este o bază în T,D pentru 
oricare punct v = D. Analog se defineşte cimpul de corepere {o}, ..., 0"). 
Acestea, se numesc duale unul altuia dacă w'(X,) = 32. Deşi în general, 
cîmpurile de repere (sau de corepere) nu există decît pe o vecinătate a 
punctului v din D, totuşi faptul că D este o mulţime deschisă în [R” asigură 
existența unor exemplare globale din aceste entităţi. 

Dacă (N, a = 1, ..., n} este un câmp de repere pe D, atunci orice 
alt cimp vectorial V se exprimă în forma V = Y*X,. Analog, dacă {o}, 
b= 1,..., n} este un cimp de corepere, atunci orice altă 1-formă dife- 
renţială se exprimă în forma n = me. 

Fie v un punct din D caracterizat, pe de o parte, prin coordonatele 
(21, ..., 2%) = (2), iar, pede altă parte, prin coordonatele (at, ..., 3) = 
= (2%), schimbarea de coordonate fiind s” = 2'"(2') cu inversa ai = aia”), 


TE : RES- ô PR ð 
pes vecinătate a lui v conținută în D. Baza | F] se schimbă în fl 
x 


ga aat 
x 2 | Bă n 8 cui A i ganii 
cu legătura —| =- DF E mea ; corespunzător baza duală {da}, 
az je gr 22" | i 
adi aa r m ; or A 
se schimbă în {dz}, cu legătura da”, = — 33 (2%) da'],. Evident 
ca 
p DES 4 A 
CI ci ape Citi Owr 
e 3 = die, > == 3, 
cai ê pi za za? 
Acestea implică 
POR T ani 
- 2 că Pele 
A” =—— 2, o = 77 O 
ca b că 


Observaţii. 1) În acest paragraf, mulţimea deschisă D poale fi înlocuită cu orice 
subvarietate de dimensiune m > 1, cau sau fără frontieră, a lui Ra (vezi 1.3). 


2) Fie x un punet fixat din D și C*(D) mulţimea tuturor funcţiilor definite pe o vecinătate 
a lui x, care sint de clasă C% în punctul x. Domeniul maxim de definiţie al unui vector Xg 
este C*(D),. 


1.6. Operatori diierenţiali 


Gradient. Fie C>(D) algebra funcţiilor de clasă 0%, iar (D) algebra 
Lie a cimpurilor vectoriale de clasă Ce pe mulțimea, deschisă DE. 

Operatorul grad : C*(D) — XD), f = grad f se numeşte gradient. 
Proprietățile de bază ale operator ului gradient au fost expuse în 1.4. 

Fie X un cîmp vectorial de clasă Ce pe D. Dacă există un cîmp scalar 
de clasă C”, ý: D= R cu proprietatea X = grad f, atunci X se numeşte 
cîmp potenţial, f se numește potenţialul lui X, iar mulțimile de nivel constant 
ale lui f se numesc mulțimi echipotențiale. Existenţa și unicitatea unui po- 
tențial vor fi discutate în paragraful următor. 


IHessiana. Fie j s 0*(D). Diferentiala de ordinul doi 


n 224 
â 
defie)(do) = Și ——— (e) da; de; 
iz ON OT) 
se numeşte hessiana lui f si uneori se notează Hessf. Hessiana se utilizează 
des în problema de extrem și de convexitate. 


Rotor. Unui cîmp vectorial X = X,U, + ... + „Un, de clasă 0% 
pe DcIR”, i se poate ataşa matricea antisimetrică 


rot X = | LAAN r 


aty Ti 


care se numeşte rotorul ni X. Ca orice matrice antisimetrică de ordinul n 
şi aceasta este determinată de n(n—1)/2 elemente posibil nenule (cele 
situate deasupra diagonalei principale). 

Fie V = (Vi; +. Va) si W = (Wi; -< Wa) două cîmpuri vectoriale 
oarecare pe De R”. Notăm cu VAW matricea de elemente VW; — 
— VW adică VAW = [V:W; — V;W:]). Cu această convenție şi 


) 2 : h 
cu V = (= p e ăi a ) putem scrie simbolic rot X = V A X şi putem 


2 pl ga” 
exprima statea unele proprietăţi ale rotorului. De exemplu 


VA(X+ Y)= VAX+ VAY, V A(fĂ) = VfAXA+fYAX. 


Un cîmp vectorial al cărni rotor este nul peste tot se numește cîmp 
rotațional. 


n(n—1) 


Dacă n = 3 (deci în R?), atunci = 3 şi matricea rot X 


este echivalentă cu cîmpul vectorial 
AN bAi Ng CĂ Xs \ CĂ 2 3X 
wie E CAN cai Pi tea ua za i + pa ei i 


Ca ô 
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Astfel, în R? și numai aici, oricărui cîmp vectorial X = (X,, Xa, X3) 
i se poate ataşa un alt cîmp vectorial rot X numit rotor. Simbolic putem 
serie 


i j k 
rot X = |ðjðxz, ðjðr, jêr, | = V XX, 
E A&A XX 
unde X este semnul produsului vectorial. 
Divergenfa. Fie X = £U, „+ X,U, un cîmp vectorial de 
clasă C> pe DcR”. Lui ise a ea asocia câmpul scalar definit prin 
au oa a 
div X = p =V, X), 
i=l OÜ 


numit direrg ne lui r genera div : (D) = 0*(D) definit prin 


=l aa -p Bii a numeşte divergență. 
iml aa: 
Fie F: D> R”, F(x) = (E, (z) ...; Xa(2)) o functie de clasă Ce. 
Se observă că div X coincide cu urma e E icei jacobian atașată funcției F. 
Cele mai simple proprietăţi ale divergenţei sînt : 


div (X + Y) = div X + div Y, div (fX) = (Vf, X) + j div X 
Dacă div X = 0, atunci cimpul vectorial X se numeste solenoidal. 


Divergența unui cimp vectorial defineste viteza de contractie-dilatajie 
a volumelor de către curentul generat de cimpul vectorial (vezi 3.8). 


Laplacian. Operatorul A definit prin 
Af = div (grad f) 
se numeşte laplacian. Evident Aj coincide cu urma hessianei lui f, adică 


Pa sa pa 


Af = 
g= da oaz 


O funcție f: D> R de clasă C? cu proprietatea Af = 0 se numeşte 
Junciie armonică. 


Observaţie. Ipoteza „clasă C- este impusă de motive de formalizare matematică 
(nefiind alterabilă prin „derivări::). În situaţiile concrete cimpurile scalare și vectoriale vor fi 
de clasă C”, unde valoarea minimă a lui p este impusă de context. 


Aplicatia 1.6. Intensitatea cimpului electric generat de un dipol electric este delinită 


de formula 
i 3(p. r)r 
Ba S(p. rjr p l 
E 75 73 


unde p este momentul de dipoi (cimp vertorial paralel), r = zi + yj + ik, r = (&? + y? + 2 
iar s x Ș,86-10-12 Fim este constanta dielectrică a vidului. Cimpul vectorial E este definit 
pe RN { 0, simetric în raport cu o axă de directie p. Fixing p = ck în origine și planul y = 0, 
obţinem “reprezentarea din fig. 1.22. 
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1) Să se verifice că f: RIN {0}— R, f(x, y, z) = —(p,r)/r? este potenţialul lui Argi. 
2) Să se calculeze rot E și Af = div E. ` 


r 

: 93 — — n 

(p. r) (p. D) Yr? — (pr) (pr) = p 

Sine pp E pepe meta 
e stai 3 


2) dzerot E = rot grad f = Vx(7f)=0; 


copia 3(p, re p r rua 
axe, div E = V = 7 =3| (Veni +(pnlY W :) J 
T” 


r r? 


3p, r 1 „r) „r) 9(p.r 3(p, r) 
e ]-( Je) =f puii a A ta 
7’ r% 75 ră 1% 


Astfel E aste un cimo irotational și solenoidal; funsția f este armonică. 


1.7. Probleme propuse 


1. Fie S o mulțime convexă din R” şi f: S — R o funcție cu valori 
reale. Dacă f((1—t)w—ty) < (1—t) fa) + 14), Ys, yes, Vle [0,1], 
atunci funcția f se numeste convteră. 

1) Presupunem că f este de clasă C! pe S. Să se arate că f este con- 
vexă dacă şi numai dacă fir) + (Vfiæ), y — 7) < fiy), Yx, yes (adică 
dacă și numai dacă hiperplanul tangent la graficul lui f rămine mereu sub 
grafic). 

2) Presupunem că f este de clasă Cpe S. SĂ se arate că J este convexă 
dacă şi numai dacă hessiana lui f este pozitiv semidefinită în fiecare punct 
al lui S. 

2. Fie *(D),< 0*(D), mulţimea tuturor funcţiilor fe C*(D), care 


într-o vecinătate a lui œ e Dc IR” se pot exprima în forma f = 6 + YẸ ffas 


unde ç = const, iar fa, 9. e 0*(D), satisfac f,„(r)= g(x) = 0. Să se demon- 
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streze că un operator liniar v: 0*(D),— R este o derivare dacă și numai 
dacă se anulează pe *(D),. 

Această problemă dă o alternativă pentru definiția vectorilor tangenţi 
care se extinde uşor la vectori tangenţi de ordin superior [6]. 

3. Fie pe D c R” şi perechea (x, a), unde w este o hartă a lui Dal 
cărui domeniu conţine pe p, iar a e R”. Spunem că (x, a) este echivalentă 
cu (y, b) dacă a = (J(®) (2)) b, unde 2 = p(p), P = æ» y7! si J(0) este 
matricea jacobian. Să se demonstreze că această definiție determină o 
relaţie de echivalență, iar mulțimea cit V este un spațiu vectorial. 

Fie {v, a) clasa de echivalență care conține pe (w, a). Să se arate că 
functia fa. — a l este un izomorfism între V si TD, independent 

CI jj 
de perechea particulară fixată. 

Această problemă dă o alternativă pentru definiția vectorilor tangenţi 
a cărei esenţă este bună si pentru varietățile infinit dimensionale [6, 22]. 

4, Să se demonstreze că dacă cimpurile vectoriale X și Y sînt tangente 
la o hipersuprataţă, atunci și [X, Y] este un cimp vectorial tangent la 
hipersuprataţa respectivă, 


M 


5. Să se determine functiile F :{R”— R” de clasă C” pentru care 
matricea joacobian este matricea unitate de ordinul n. Aceeaşi problemă 
în cazul in care matricea jacobian este o matrice diagonală de forma diag 
(plti), alo); -s Dala)) 

6. Să se determine polinoamele armonice în donă variabile. 

Indicatie. Soluţiile polinomiale ale ecuaţiei Laplace se numese poli- 
noame armonice. O bază |P,(7, Y) Qalx, Y), n e IN) a spațiului vectorial 
al tuturor polinoamelor armonice în două variabile poate fi definită prin 
(æ + iy) = Ple, yY) + iul, y). Rezultă 
Pi = 1 R = g Pi = g? — y’ P — a? —3ry? P, = — 6r y?y’ 

7 Z 7 + P Li « ? 
0, =y) Qa = 22y Qa = 32” y—y?) Qu = 4 59 — wy? 
P, = 38 — 1023y? + Doi) Pe = a? — 15aty? + 15y — ys 
Q; = — i0r?y? — Datu Qe = 6x5y — 20343 + 6ayp5 
P = 2y 3w yT) Pg 5 5—2329y7% ri) Twt 
Q =748 —3 5x- y3— y? Q, = Say — 5625y 568343 —8gy | 
Formulele de recurenţă sint 
Pi = A Posi = Pa es îi ia Piss == 22 Pa — (42 4 4?) 4 
. Sa . 
(Jo =i Quii n YP + Ea (+a == 22003 iá (a — 412) 

7. Să se arate că orice funcție armonică j (w, y) (soluţie a ecuaţiei 
Laplace) în două variabile poate fi dezvoltată în vecinătatea unui punct 
regulat în serie de polinoame armonice de forma 


Ma) = Y Ta Pal) + bale 1 


9. Să se veritice că curbura medie a suprafeţei z = f (w, y) poate îi 
scrisă în forma 


H = 4 droe + ami 
2 Vivilgradjle 


9. Să se arate că funcția definită de formulele ~ = cost, y = sint, 
te R, este o imersie neinjectivă de la [R la R? a cărei imagine este un cerc. 


10. Să se arate că funcția definită de formulele æ = cos ọ cos 0, 
y = cos o sin 6,2 = sin ọ, 6,2 e R, nu este o imersie, dar imaginea ei 
este o sferă. 

11. Să se arate că funcţia jf: R?—>R, J(e, y, 2) = 8? +H y+ e? 
nu este o submersie, dar J-! (1) este o sferă. 


2. CÎMPURI VECTORIALE PARTICULARI: 


În acest capitol se dezvoltă teoria de reprezentare locală a cimpurilor vectoriale şi se 
stabilesc legături între cimpurile vectoriale cu semnificații fizice şi cimpurile vectoriale cu 
semnificații geometrice. 

Cimpurile vectoriale irotaţionale de clasă C1 sint local potenţiale, iar potențialele se găsesc 
cu ajutorul integralei curbilinii de al doilea tip. În cazurile în care lucrăm pe intervale n-dimen- 
sionale sau pe mulțimi convexe este suficientă integrala simplă și rezultatele sint globale. Cimpul 
magnetic exterior generat de un curent care circulă printr-un conductor cilindric este irota- 
ional (V. 2.1). 

Cimpurile vectoriale cu simetrie sferică sint cimpuri global potenţiale, cele mai des 
întilnite fiind cimpuri newtoniene şi cimpurile electrostatice (v.2.2.) 

Cimpurile vectoriale solenoidale de clasă C! pe mulţimi deschise din R? admit poten- 
iali vectori locali. Cimpurile vectoriale de clasă C% pe mulţimi deschise din R”, n > 3, admit 
reprezentarea locală X = grad X... X grad fanı Cimpul vitezelor unui fluid incompresibil 
şi cimpul Biot-Savart sint solenoidale (v. 2.3). 

Orice cimp vectorial de clasă C% pe o mulţime deschisă și conexă din R? admite reprezen- 
tarea locală Monge, X = grad h + f grad g şi reprezentarea locală Stokes, X = grad h + 
+ rot Y (v.2.4). 

Cimpurile vectoriale irotaționale și solenoidale se numesc armonice, cel mai sugestiv 
exemplu fiind cimpul vitezelor pentru un fluid incompresibil (v. 2.5.) 

Pentru cimpurile vectoriale Killing (v.2.6), cimpurile vectoriale conforme (v.2.7), cimpurile 
vectoriale afine sau proiective (v.2.8) pe R” avem expresii explicite. În sfirșit, cimpurile vec- 
toriale torsionale (v.2.9) sint interesante cel puţin prin cazurile particulare : cimpuri concirculare, 
cimpuri concurente, cimpuri recurente şi cimpuri paralele. Cimpurile newloniene și cimpurile 
electrostatice, cu simetrie sferică, sint torsionale. 

În 2.10 sint date probleme referitoare la cimpuri vectoriale speciale, potenţiale Monge și 
Stokes, funcţii armonice, circulaţie, flux ete. 


2.1. Cimpuri vectoriale irotaţionale 


Fie X un cimp vectorial continuu pe o mulţime deschisă D c R”. 
Dacă există un cîmp scalar de clasă 01, f: D —>ẸR cu proprietatea X = 
= grad f, atunci X se numeşte cîmp potențial, f se numește potenţialul 
lui X, iar mulțimile de nivel constant ale lui f se numesc mulțimi echipoten- 
Hale (fig. 2.1.) 

Să arătăm că pe o mulțime deschisă şi co- 
nexă, un potenţial este unic abstracţie făcînd 
de o constantă aditivă. 


Teoremă. Pie X un cîmp vectorial pe o 
mulțime deschisă și coneză De IR". Dacă X ad- 
mite pe D un potențial f, atunci acest potențial 
este unie determinat, abstracție jăcînd de o cons- 
tantă aditivă. 


3 — c. 594 33 


Demonstraţie. Presupunem că X admite pe D două funcții potenţial: 
f şi g, adică X =—egradf = grad g. Rezultă grad (f — g) = 

Să arătăm că f—g = e. Pentru aceasta notăm 4 = f—g şi presupunem 
că orice două puncte w, y din D pot fi unite printr-o curbă «: [a, b] > D» 
de clasă 01. Avem ala) = 4, a(b) = y şi (Vo a)'(t) = (grad i ), «'(t)) = 
= 0, Vte [a, b]. Rezultă 4 o a(t) = e, vie la, b], deci (ala) = v(a(B)), 
adică (x) = b(y). Fixind pe y, se deduce 4(g) = ¢, Vaze 

Transferul raționamentului precedent la cazul anther de clasă 0 
pe porţiuni (D fiind mulţime conexă) este evident. 

. pa r ” A 3 . F r 3X; Xi 

Fie X = (X; ossy XA) un cîmp vectorial și rot X = [ 

Ni 0%; 
rotorul său. Dacă rot X nu este identice nul, atunci X se numeşte cîmp» 
a 0 a), 
GV; CPi 
vre D,i,j=—1,..., n, atunci X se numeşte cîmp irotational. Teorema 
care urmează arată că orice cimp irotaţional X de clasă C! admite repre- 
zentarea locală X = grad j, adică pentru fiecare v e D există o mulțime» 
deschisă U c D care conține pe zo $i f: U — R de clasă C? astfel încît. 
X = grad fpe U. 


rotațional, iar dacă rot X este identice nul, adică 


Teoremă. Fie X = (X,, ..., Xn) un cîmp vectorial de clasă 0! pe D. 

1) Dacă X este un cîmp potențial, atunci X este un cîmp trotațional. 

2) Dacă D este un interval n-dimensional deschis și X este un cîmp» 
srotațional, atunci X este un cîmp potenţial, cu potenţialul 


J: D= R, fie) = ruta -e 9 2a) d + 


+ X(t, Vay ăi! a) dr, + č oe a pi Xalos it Dn 10 Za) da 
“20 Tno 
To = (2210 ....] Bng) E D, 


3) Dacă D este a mulțime convexă şi X este un cîmp îrotațional, atunci. 
X este un cîmp potențial, cu potențialul f: D > R, 


1 
fa) =à Xt I ta — o), e — wo) dt, £o = (L103 «3 no) E D- 
ò 


Demonstraţie. 1) Fie X = grad f, adică X; = 2f/ax,. Rezultă 


az 1 if aj 2%, 


EL; ESTEBE GV it; oti 


şi deci X este irotațional, 
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2) Se observă că 


Xa 
ő z cij ô (r 
EA (2) = Alah a (2) =-— NA Ala pda + 
i CUa 03 
310 
vi x 
- 02 
H Aa(oo Pa -+3 Va) =| L(a -oy La) AL + Xall, Vos o- -y Ln) = 
a 
x10 


3X x p 
-| (Lis = -ep 8n) da + Xalto Loy -- -3 Va) = X(w) ete. 
1 
419 

3) Precizăm că mulţimea D se numeşte convexă dacă o dată cu oricare 
două puncte ale sale conţine şi segmentul determinat de aceste puncte. 

Notăm u(t) = Lo + t(ti — ta), $=]l,.. y m Ut) = 4 E ce 
a +3 Un(t)). Rezultă 


1 
ĝ 3 4 
E iuti | T ul 7) + X,(u(t)) | dt = 
da 2 Jia ) 
( r 
=| (P Dea au, = u cu, n O g — z) + Xto) jis 
j=1 


1 1 
i pi a — zo) dt + (xitu di = 
A GU 


CU 


1 
i=l 
0 0 


i=l 


-Q3 g — == Th (zi — Lo) dt + (Xu dt = 
0 


1 1 
n |: 5 Xut) dt + | X (u(t) dt = X(u(1)) = Xu(a). 
( 


Observaţii. 1) Teorema precedentă se poate reformula astfel: Un cimp vectorial: 
X de clasă C? este local potenţial dacă și numai dacă el este irotațional. 

2) Potenţialele sint analogul primitivelor de la funcţiile reale de o singură variabilă. 

3) Pe intervale n-dimensionale sau pe mulţimi convexe potenţialele pot fi aflate cu ajutorul 
integralei obişnuite. Pe o mulţime deschisă şi conexă, care nu face parte din clasele celor men- 
“ionate nu există întotdeauna funcții potenţial definite pe Loată mulţimea. Dacă există potenţiale, 
atunci aflarea lor este legată de integrala curbilinie de al doilea tip. 
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Exemplu. Cimpul vectorial X = (2xyz + 22 — 2y? + 1)i + (222 — 4ag)j + (ay +2rz — 
— 2) k este un cimp irotațional pe R”, Într-adevăr, 


i i k 
rot X = ĝlðx ðiðy 8/92 =0, 
2xyz: + 22 — 292 +1 atz — Azy æy + 22 — 2 


Teorema precedentă procură procedee pentru determinarea potențialului lui X. Preferăm 
însă să găsim acest potențial f prin metoda primitivelor. Integrind prima ecuaţie a sistemului 


dy O az 

în raport cu x, găsim f(x, y, 2) = 2y: + Pa — 2y°x + x + ọly, z). Înlocuind in ecuația w 

doua, deducem a = 0, adică ọ(y, 2) = Ņ(z); înlocuind în ecuația a treia a sistemului inițial, 
y 


d 
găsim w = — 2, adică (2) = — 2z + e. Astiel f(x, y, 2) = ayz + 22x — 2y?x + xr — 274 e: 


Evident acesta este un potențial global pentru X. 


Fie D o mulțime deschisă din [R* şi « : [a,b] > D o curbă orientată 
de clasă 01. Fie X un cîmp vectorial continuu definit pe D. Restricţia lui 
X la imaginea lui g, adică X o q, este o funcție continuă. Numărul 


b 


(o "H = ja a(t)), (0) at 


aq a 


se numeşte integrala lui X de-a lungul curbei a sau integrală curbilinie de 
al doilea tip sau circulația lui X de-a lungul curbei g (tig. 2.2.) Această 
definiție se extinde firesc la curbe de clasă C! pe porțiuni. 

Dacă X = (A, e. Xa) şi a = (ri... Za), atunci pentru circulaţie 
se utilizează notația (x da, +... + Xn da, 


Teoremă. Fie D c R" o mulțime deschisă şi conexă, iar X un cîmp 
vectorial continuu pe D. Următoarele afirmatii sînt echivalente : 

1) X posedă o funcție potențial pe D; 

2) Ya, y e D circulația lui X de-a lungul curbei a : [a,b] > D, z(a) = a, 
alb) = y este independentă de curba a; 

3) circulația lui X de-a lungul 
oricărei curbe închise din D este egală 
cu zero. 


Demonstraţie. Deoarece D este o 
mulţime conexă, orice două puncte 
ale lui D pot fi unite printr-o curbă 
din D de clasă C! pe porţiuni. 

1) = 2). Presupnem că 1) este 
adevărată şi că f este potenţialul lui 
Fig. 2.2 X, adică X = grad f. Pentru orice 
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curbă a: [a, b] > D, a(a) =, alb) = y, de clasă Cl pe porţiuni găsim 


b 
(æ da) =Í (grad f, a') at = f(alt)) 2 = f) — Na). 


Cu alte cuvinte,, integrala depinde numai de punctele z și y și nu de curba 
care le unește. Deci 2) este adevărată. 

2) = 3), evident. 

3) = 2). Fie a: [a, b] > D, B: (a, b] > D, două curbe de clasă 01 
care unese punctele «(a) = B(a) = æ, alb) = B(b) = y. Curba (a, p7} este 
închisă (de clasă C! pe porțiuni) şi prin ipoteză | -+ | = nomută | = 


2) => 1). Fie punctele g= (Lio -=-= Dao) ȘI E = (Ci ==. 2a) din P 
Deoarece | (X, da) nu depinde de curba « care uneşte punctele z, şi @, 


a 


putem folosi notația, (x, da). 


Y 


o 
x 


Fixăm pe æ şi definim f(2) =à, da). Să demonstrăm că j este 


un potenţial al lui X = (X, --., Xn) adică 3ft, = Xy = ..., M. 
Notind & = (0,..., 0,1,0,...,0), observăm că 


z+ he; a z-+-heş 
tz + he) — fa) = | (Xaa) =h, daj = | (X, da). 


Independenta intemalei de curba care uneşte două puncte și faptul că 
punctele x siy + ke se yot considera ca fiind suficient de apropiate permit 
alegerea particulară a(t) = æ + the, te [0,1], adică segmentul de dreaptă 
care uneşte purctele a giy + he, (fig. 2.3). Rezultă 


i h 
ti, = s | (X(x + the), he) di = pe -+ ue) du 
o 0 


(am utilizat u = àt). Trecem la limită pentru 
h — Oi găsim ĝf/ ôx: = X, ¢.c.tr.d. 


Observatie. 1) Pentru cimpurile vectoriale X = (X,, ... 
„+3 Xp) de clasă C? existenta potenţialului este echivalentă 
cu faptul că X, da # ... + Xp €r, este peste tot diferen- 
ţiala unui cimp scalar. 

2) Există cimpuri irotaționale care nu sint global 
potenţiale. De exemplu, cimpul vectorial X = (X, Xə) 
X(x, y) => yi(z2-+y?), X(x, y) = —zi(22+y), (z, y) $ (0, 0), 
este irotaļional pe 22N((0,0)! (domeniu care nu este simplu Fig. 2.3 
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<onex, fig. 2.4). Pe de altă parte : 1) există cimpul scalar f: RON((x, 0), r e R}—R, f(x, y) = 


x o U n H y 
= arctg -— astfel incit X, = —, X, = — pe RM(a, 0), zen); 
y ĝx dy 
(2) există cimpul scalar g:R™N({0, y), y ER}— R, glx, y) = — arctg A astfel incit 
x 
3g 29 š p ; ; 
X = ia = a pe R'M(0, y) YER} adică X este un cimp potenţial pe orice domeniu 
9 y 


Fig. 2.4 Fig. 2.5 


eare nu conține originea. Dar nu există nici un cimp scalar 9: B2N((0,0)) — E astfel incit 
ĝ 9 

X = r, X= z pe RN((0, 0)}. Într-adevăr, dacă ar exista un astiel de cimp, atunci 
x y 


pentru cercul g : v = cos î, y = sint, te [0, 27] (curbă inchisă care înconjoară originea) găsim 
contradicţia 


27 
0 = (a(t) = (acu = | (grad e, da) = | nicu d 
a g 
25 | 
e | nia = (cum — cos? t) di = —2r, 
vru 
z d 


| Aplicația 2,1. Fie C un conductor rectiliniu de secțiune circulară, cu raza a, prin care 
circulă un curent de intensitate I (fig. 2.5). Fixăm originea O ca în figură şi notăm r = xi + 
=+ yj + k, r= (x? + y? + 22)U2, Curentul generează cimpul magnetic 


(1 x r)/(2ra?) pentru (x, y, z)eint Cu ôC, 
N = 
h x r)/(27r°) pentru (x, y, zeexst C, 


ale cărui linii de cimp sint cercuri cu centrul pe axa cilindrului şi cuprinse în plane perpendiculare 
pe această dreaptă. Prin calcul se găseşte 


I/(za?) pentru (x, y, z)€int CU ðC, 
rot H = 
0 pentru (x, y, z) € ext C. 


Cu alte cuvinte, restricļia lui H la ext C este un cimp vectorial irotațion al. 
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Fixînd un reper cartezian astfel încit axa Oz să coincidă cu axa cilindrului, orientată în sens 
opus lui I, rezultă 


yi — «i 


27a 


pentru (x, y, z)eint Cuy ðC, 


yi — zi 


2r(22 + p°) 


Această exprimare arată că restricția lui H la ext C nu poate fi un cimp vectorial global 
potenţial. 


Complemente. 1) Fie X un cimp vectorial pe o mulțime deschisă și conexă D din R”. 
Presupunem că există două cimpuri scalare A și f astfel incit X = h grad f. Dacă hi și [sint func- 
ional independente, atunci cimpul vectorial X se numeşte biscalur. Dacă h şi f sint funcţional 


dependente, atunci se dovedește că X este un cimp potenţial; într-adevăr /i(/) grad f = grad e 
x 


pentru (x, y, z) e ext C. 


este echivalentă cu A(/) af = do și deci (x) = | Ref) af. 


Xo 
2) Teoria potenļialelor [45] impune determinarea condiției în care o familie dată de hiper- 
suprafețe de nivel constant să fie o familie de hipersuprafețe de nivel constant ataşată unei 
funcții armonice. 


Teoremă. Fie Do mulțime deschisă şi conexă din R”? şi h: D—R un cimp scalar de clasă 
C? fără puncte critice. Mipersuprafețele de nivel constant h(x) = c sînt hipersuprafeje de nivel 
constani cale unui cîmp scalar armonie f: D— R dacă şi numai dacă exislă o |unelie reală o de 
clasă C? și o functie reală continuă 4 astfel încît 

Pi "(h 
E ef Lt a pp 
IVh? (h) 

Demonstrație. Implicaţia (x) = e = (x) = a este echivalentă cu existența unei funcții 
reale ọ de clasă C? astfci incit f= ọ(h). Deci df = ọ'(h) dh, f = g”(h) Al? + g'(h) Eh. 
Reţinind numai urma hessianei, găsim Af = ọ”(h) | V hi? + (h) Ah şi Af = 0 arată că rela- 
ţia din teoremă este necesară. 

; zu a PUD) —$ stan 
Reciproc, din ate y + WI) = 0 de ducem şi(l) = A e P aa E 9 
E (1) 


u 


— f yhak 
= afo fon + B, unde A și B sint constante. 


Aplicația 2.2. Ne referim la R? şi cercelăm dacă o familie de semiconuri circulare drepte cu 
aceeași axă și același virf este o familie de hipersuprafeţe de nivel constant ale unui cimp scalar 
armonic. 

Fără a scădea generalitatea, pulem presupune că familia de semiconuri este descrisă de 


` o yy 
a? + y? = c2, > 0. Rezultă A(x, y, 2) = —— a 2> 0 şi condiția din teoremă devine 
2 2 6a + y’) 
ọ”(h) _ z2 z2 ' zi 2 + 3h 1 1 
'(h) TETEE CET atA S 204) 
E Hie MI 
i 1 A dh 
Deci In lg'(2)| + In| 4] + — inţh + 1|=InA sau dọ = —-—. Punind h= tg? 0 găsim 
2 hai 
2A dð 9 
dp = TET și f = ọ(h) = 2A 1n | tg ES + B, unde A și DB sint constante arbitrare. Evident 
sin 2 


0 este semiunghiul unui con. 


39 


2.2. Cimpuri vectoriale cu simetrie sferică 


Fie y= (Yi, =- Ya) un punct fixat şi Q= (Pis «es, Ma) un 
punct variabil din [R”. Notăm r =yx şi r = ||yx| =| — yl = 
= Viza — n) F Pan — ya). 

Fie f: (0, co) => R o funcție de clasă C”. Cimpul scalar definit pe 
IR”N\{y; prin f(r) se numeşte cîmp scalar cu simetrie sferică de centru de 
simelrie y (întrucît nu depinde decît de distanța de la punctul fixat y 
la punctul variabil ~). Hipersuprafețele de nivel constant ale unui cîmp 
scalar cu simetrie sferică sînt sfere. 


Gradientul unui cimp scalar cu simetrie sferică este 
z r 
grad fir) = fr. 


Fie q(r) un cimp scalar cu simetrie sferică de centru de simetrie y. 
Cimpul vectorial X definit pe R"N(y) prin 


X(2) = tr) 


se numeşte cîmp veolorial ou simetrie sferică de contru da simetrie y. 

Orice cimp vectorial cu simetrie sferică de centru de simetrie y este 
un cîmp potenţial pe [R”\ {y} avînd drept hipersuprafețe echipotenţiale 
sferele cu centrul în y. Într-adevăr, pentru orice funcție o: (0, 00) > R 
de clasă 0” există o funcție f : (0, co) — R” de clasă C” astfel încît f' = ẹ 
şi mulțimea ecuaţiilor f(r) = const este echivalentă cu mulțimea ecuaţiilor 
r = const. 

Fie X un cîmp vectorial cu simetrie sferică. Se constată că div X(x) = 


Ma ia am Mami i a şi deci X este solenoidal dacă şi numai dacă 


p(r) = c/r"-1, unde c este o constantă. 
Cimpuri newtoniene. a) Conform legii lui Newton, în IR? forța de 
atracție cu care acționează o masă m situată în punctul fixat (9, Yz, Ya) 


asupra masei unitate care se găseşte în 
punctul variabil 2(2,, Vz, Vz) este 


[N Pa unde r= yx, | 
v y n= Væ — n F o FE 
d Ba Cimpul X este un cîmp vectorial pe 
RN 1) numit cîmp newlonian sxa gravi- 
tational (tig. 2.6). Avind siməbrie sferică, 
este evident un cimp potenţial cu poten- 
ţialul 


Fig. 2.6 fir) = mlr. 
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Altfel. Cimpul newtonian 
(21 — Y1) E + (2 — Ya) | +23 — Y3) k 


X eE a a LA A a a E a 
(a Pa, 4) (2 — Y1)? + (22 — pas ps)” 


(2i, Los L3) E RS {Yi Ya Ya)}, este un cîmp irotaţional al cărui domeniu 
de definiție este conex şi simplu conex, dar nu este convex. Utilizind 
formulele din 2.1, teorema a doua, pe un paralelipiped deschis sau pe o 
mulţime convexă deschisă D din RNL (Y1 Y2, Yo), se găseşte potenţialul 
Sli, Lo, 23) = [(21 — Ya)? + (23 — Y2)? + (23 — Y3) TI, (2i, 2 2) €D. 
Se constată însă că J se prelungeşte diferenjiabil la R®N{(Y1, Y2 Y3)} Şİ de 
aceea cîmpul newtonian X este un cîmp potențial pe IR®N{ (Y1; Y2, Y3)}- 

b) În R? considerăm cîmpul gravitațional general de masele m,, . . ., my 
plasate în punetele yt, ...,g şi acţionind asupra masei unitate plasate 
în punctul æ. Acest eîmp este dat prin 


k 
xig) = ski N a E RINA, e.g yh 


sat Tfi hi 


şi admite potenţialul 
A n, 
jo) = o unde r = şt, n = |n. 
s=t Li 


c) Fie D o mulţime deschisă, conexă și mărginită din [R?, cu frontiera 
aD netedă pe porţiuni. Considerăm o distribuţie de mare pe D = Du 3D, 
cu densitatea u(y) continuă. Forţa totală de gravitație 


> t r 
Xa) = — ay, r = (y, 7), 
r r 


d efineşte un cîmp newlonian pe IR? (în cazul în care z e D integrala prece- 
d entă este improprie, dar absolut convergentă). 
Potențialul cîmpului vectorial X este 


fle) = | uly) dy. 
r 
5 
d) Noţiunea de cîmp newtonian se extinde la R”. Be exemplu, dacă 
D este o mulţime deschisă, conexă și mărginită din R”, cu frontiera ¿D 
netedă pe porțiuni, iar y : D >R este o funcție continuă, aturci cîmpul 
vectorial definit pe IR” prin 


z uly) r ' 
X(2) PS Aa, pee (7, æ), g 
D 


4ł 


se numește cîmp newtonian. Se constată că acesta posedă potenţialul 


ad eU) ay pentru n S 
R. pn—2 


Jo) = 
(nn dy  pentrun 2. 
r 
D 


Cimpuri electrostatice. a) Coulomb a ajuns la concluzia că forţa de 
interacțiune dintre două corpuri punctiforme purtătoare de sarcini elec- 
trice este proporţională cu produsul sarcinilor electrice şi invers propor- 
ţională cu pătratul distanţei dintre centrele corpurilor respective. Conform 
acestei legi, forța (de atracţie sau de respingere) cu care sarcina q situată, 
în punctul fixat y = (Yı, Yə, Y3) acţionează asupra sarcinii unitate +1 
situate în punctul arbitrar æ = (X4; a, 23) este 


5 1 r 
E) = — LL, seRNø}, 
Anej T? r 


unde s = 8,86.1071 F/m este constanta dielectrică a vidului, iar r = yx. 
Forţa E determină un cîmp vectorial pe R®N{y} numit cîmp eleotro- 
static. Acest cîmp are simetrie sferică (pentru q < 0 vezi fig. 2.6, pentru 


kia r 1 
q >0 vezi fig. 2.7). Potenţialul corespunzător este j(r) = — Pica 
TE T” 
b) Cimpul electrostatic generat de sarcinile qi, ..., Q; situate în punc- 
tele y1, ..., 7 şi acţionind asupra sarcinii unitate situate în punctul æ este 


k 
Bla) = 322, ae RN, t) 


ASI 


2.3. Cimpuri vectoriale 
solenoidale 


Un cîmp vectorial X se numeşte 
solenoidal dacă divă = 0. 
Exemple. 1) Cimpul newlonian X = 
xit vi + zk 
(27 per a) 
irotaţional și solenoidal. 
2) Cimpul vectorial X = grad f este sole- 
i noidal dacă şi numai dacă f este o funcţie armo- 
Fig, 2.7 nică, adică Af = 0. 


» (x, y, z) ERN{0}, este 


y ae za 
x2 -H y? x? +y apă 
noidal, dar nu este global potenţial. 
4) Dacă f, g: R? — R sint de clasă C?, atunci cimpul vectorial X = grad f x grad g este 
solenoidal pe R°, 
5) Dacă Y este un cîmp vectorial de clasă C? pe R?, atunci cimpul vectorial X = rot Y 
este solenoidal. 


3) Cimpul vectorial x= j (x, y) e RM(0, 0)} este irotațional ṣi sole- 


6) Fie [Rê = (3; Ty Ty Pi Pas Da) privit ca spaliul fazelor asociat ecuaţiei Lorentz care 
descrie mişcarea trei particule încărcate,ce sarcină q şi masă m, într-un cimp eleclromagnetie 
staționar gene ce cimpul electric E(x) = (E(t), E(x), Ea(2)) și cimpul masnelic B(a) = 


= (B(x), Ba), Ba). a = (23 Za x3) e R?. Cimpul vectorial (ou Dos "a= (Erta Ba— 0, Ba)» 


r Prao, PE 8 
— (E; + DP — bi Bas — (E; 4 Pi Ba — vB) f, care local reprezintă viteza de evoluție a feno- 
m m 
menului in Rê, este solenoidal. Într-adevăr, 
ôXı 3X ôX; — 0X, 0X; Xe 


div X = —— + —— + 4 : +— =0 
dz GEFA GEY 00, dba dv 


În cele ce urmează arătăm că orice cîmp solenoidal de clasă 0! pe 
o mulţime deschisă din IR? se reduce local la un cimp derotori, adică (local) 
X = rotY. Cîmpul vectorial Y este unic determinat abstracţie făcînd de 
un gradient aditiv și se numește potențialul vector al lui X. 


Teoremă. Fie X un cîmp vectorial pe o mulţime deschisă şi convex 
D c R°. Dacă X admite pe D un potențial vector Y de clasă CL, atunei. 
acest potențial este unic determinat pînă la un gradient ađitiv. 


Demonstraţie. Fie X =rotY, şi X=rotY,. Rezultă rotY, = 
= rot Y, și deci rot(Y, — Y.)=0. Deoarece Y,—Y, este un cîmp vectorial 
irotaţional de clasă 0', conform unei teoreme din 2.1 există un cimp 
scalar-f pe D astfel încât Y,— Y, = grad f. 


Teoremă. Fie D c R? o multime deschisă şi X un cîmp vectorial 
de clasă C! pe D. Următoarele afirmaţii sînt echivalente : 
1) X este solenoidal; 
2) pentru orice punct p e D există o vecinătate deschisă U c D, pe U, 
și un cîmp vectorial ¥ pe U astfel încât X = rotY pe U; 
3) fluxul lui X prin frontiera oricărui corp sferic conținut în D este nul.. 


Demonstratie. 1) = 2). Fie X = (P, Q, R). Ipoteza divX = 0 pe DP 
se transcrie 


E A, v(z, y, z) eD. 
2 2y öz 
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Fie (£o, Yo, 20) e D şi U o bilă deschisă centrată în (£o; Vo, Zo) situată 
în D (sau un interval tridimensional deschis). Funcţiile 


ÎI, 9: U >R, f2, 4,2) = fata, Y, t) dt, g(x, y,2) = 
Ea 


z 


= îi y, t) dt +\ ze Y, 20) di 


determină pe U cîmpul vectorial Y = (f, g, 0) cu proprietatea rotY = X. 


Observaţie. Potenţialul vector Y = (f, g, 0), cu f, g definite ca mai sus, este de clasă 
9 ð ô 
C! şi cu M a zA ai de clasă CI. Dacă X este un cimp vectorial solenoidal pe R3, 
ôz ðz 02 y 
atunci reprezentarea X = rotY, Y = (f, g, 0) este globală. 
2) = 1). Evident, divrotY,= 0. 
1) = 3). Se aplică formula Gauss-Ostrogradski : 


| (X, N) do = K (div X) da dy dz. 
2 


a 


3) = 1). Fie pe D şi Q un corp steric cu centrul în p şi de rază e, 
inclus în D. Formula Gauss-Ostrogradski implică 


N (div X) de dy dz = 0. 


N 


Se utilizează formula de medie şi se trece la limită pentru e€ —> 0. 
Rezultă (div X)(p) = 0, Yp e D. 


Teorema lui Euler. Pie X un cîmp vectorial de clasă 0* pe o multime 
deschisă şi coneză D c [R?. Dacă X este solenoidal, atunci pentru fiecare 
punct (£o, Yo, 2o) e D cu X(£o, Yo, Zo) Æ 0 există o mulțime deschisă U c D 
care contine pe (o, Yo, Zo) și două eîmpuri scalare f, g de clasă 0* pe U astfel 
încît (fig. 2.8) 

X|y = grad fx grad g, 
unde X|y este restricha lui X la U. 

Cimpurile scalare f, g se numesc poten- 
țiale Euler ale lui X. Acestea nu sînt unice. 

Demonstrația clasică a teoremei Euler 
este specifică spațiului cu trei dimensiuni, 
făcînd apel la noţiunea de potențial vector. 
De aceea preterăm generalizarea şi o demons- 


traţie care este bună pentru orice dimensi- 
Fig. 2.8 une n > 3. Acestea vor fi date în 3.2. 


îtxyz)=a 
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Aplicaţii. 2.3. Să se determine cimpul vitezelor unui fluid incompresibil datorat unei surse 
de debit q situată intr-un punct Mo. 

Rezolvare. Particulele de fluid care izvorăsc din Mọ descriu semidrepte cu originea My, 
fapt echivalent cu aceea că viteza V este un cimp vectorial cu simetrie sferică pe RN {Mo} adică 


Y(M) = ọ(r) rir, unde r = MM. Debitul g al sursei situate în Mg este q -| (N, V) do, unde 
$ 


îi ia iti A că ze e n Sa Sai IEI ei 
S este o sferă cu centrul în My şi de rază r. Rezultă q = p(r)izr? şi deci V(M) = ko 
z r 
Aceste este un cimp vectorial solenoidal. 


2.4. Cimpul Biot-Savart. Fie D o mulțime deschisă, conexă şi mărginită din R? și 9D 
“frontiera sa pe care o presupunem netedă pe porțiuni. Notăm cu X un cimp vectorial de clasă 
Cl pe D = DU 9D. Cimpul vectorial definit pe R? prin 


1 
Y(x) = | x X(y) x r dy, r= (y, x). 
D 
:se numeşte cimpul Biot-Savart. Denumirea provine din faptul că în cazul in care D este umplut 
scu sarcini electrice in mişcare, cu X (y) ca densitate de curent electric, cimpul magnetic Y 
¿generat de acest curent este dat de legea Biot-Savart (egalitatea precedentă). 
În general cimpul Y nu este irotațional, dar este solenoidal. Potențialul vector al său este 


2.4. Reprezentările Monge şi Stokes 


Teorema lui Monge. Dacă X est un cîmp vectorial de clasă 0* pe o 
mulţime deschisă și coneză D c R?, atunci pentru orice £y e D eu rotX(xp)# 
+ 0 există o mulțime deschisă U c D care conține pe 2 și trei cîmpuri 
scalare h, f, g de clasă 0* pe U astfel încît 


Xly = grad h + f grad g. 


Cimpurile scalare h, f, g se numese potențiale Monge ale lui X. Ele nu 
sînt unice. . 


Demonstratie. Cimpul rotX este solenoidal pe D deoarece întotdeauna 
div(rot X) = 0. Ținîind seama de teorema Euler de la cimpurile solenoi- 
dale, rezultă că pentru fiecare 2, e D cu rot X(x) # 0 există o mulțime 
deschisă U, c D care conține pe z, şi două cìmpuri scalare f, g de clasă 
0* pe U, astfel încît 


rot X = grad f xgrad g pe U. 


Această egalitate se transcrie rot(X — f grad g) = 0 şi deci cîmpul vecto- 
rial X — f grad g este irotațional pe U,. De aceea există o vecinătate 
U c U, alui. şi un cîmp sealar h de clasă 0* pe U astfel incit 


X — f grad g = grad h pe U. 


45 


Teorema lui Stokes. Dacă X este un cîmp vectorial de clasă OL şi cu. 
div X de clasă C! pe o multime deschisă şi coneră D c [R?, atunci pentru 
fiecare ay e D există o mulțime deschisă U c D care conține pe Xo, un cîmp 
scalar h de clasă 02 pe U și un cîmp vectorial Y de clasă C? şi cu rot Y de 
clasă Ct pe U astfel încît 
X |g = grad h + rot Y. 


Cimpul scalar k şi cimpul vectorial Y se numese potențiale Stokes 
ale lui X. Ele nu sînt unice. 


Demonstraţie. Este suficient să arătăm că există un cimp scalar 
local » de clasă C? astfel încît X — grad h să fie cîmp solenoidal. Dar 
div(X — grad k) = 0 arată că h trebuie să fie o soluţie a ecuaţiei Poisson. 


Ah = div X. 


O asemenea ecuaţie admite o infinitate de soluţii locale. De exemplu,. 
dacă U este o mulțime deschisă, conexă și mărginită, cu frontiera ðU 
netedă pe porţiuni şi a este un parametru vector, atunci 
1 (div Xv) 
ha(2) = (a, x) — — \ — a 
te jie —yl 


y, eT, 


sînt soluții ale ecuației Poisson Ak = div X. 


Observaţie. Dacă X este de clasă C9, atunci reprezentarea lui Stokes este echivalentă 
cu reprezentarea X|y = grad h + grad fx grad g. E cntru n > 3, această variantă se generali-- 
zează prin 

Xļly = grad fa + grad h:X ... X grad fap unde U c R’, 


2.5. Cimpuri vectoriale armonice 


Un cîmp vectorial X se numeşte armonie dacă el este irotațional şi 
solenoidal. 


c setea SAL zi + yj +k : i 

Exemplu. Cimpul newtonian X = —m ETEESI , m> 0, este armonic pe R3MO). 

Teoremă. Dacă D c R” este o mulţime deschisă și convexă și X este: 
un cîmp de clasă C! pe D, atunci următoarele afirmații sînt echivalente : 

1) X este armonic pe D; 

2) există un cîmp scalar armonic ]: D — R asijel încît X = grad f- 

Demonstraţie. 1) = 2). Din rot X = 0 ajungem la concluzia că există. 
]: D — R astfel încit X = grad j. Dar div X=—0 impune div (grad f) = 0, 
adică AJ = 0. Cu alte cuvinte, ý este armonică. 

2) = 1). Ipotezele X = grad f, Af = 0 implică rot X = 0 şi diy X = 
= 0. Deci X este armonic pe D. 

Aplieaţia 2.5. O parte dintr-un fluid se poate identifica cu o mulțime deschisă D C Rê.. 


Densitatea fluidului u(x, y, 7, t) și viteza fluidului v(x, y, 7, t) sint presupuse funcții de clasă C! pe 
D R. 
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Partea din fluid corespunzătoare corpului sferic O c D, cu 90 = X, are masa 


m(t) = N u(r, y, z, dz dy dz, 


Q 
( ðu 
“funcţie de clasă Ct de î. Rezultă nr (0) = Zi dr dy dz. 


Considerente de ordin fizic arală că m'() trebuie să fie Huxul Ini uv prin E, adică 


m'() = i “(u v, n)do = N div(u v) dx dx dz. 


pan) Q 


ĝa 
Din N G — div(u DE dy dz=0, YQ c D, se obține ecuaţia de continuitate 
D 


sdiv(u v) = 0u/0t. 


Dacă u = const și v = grad f, atunci se spune că fluidul este incompresibil, iar f se numește 
„potențialul vitezelor. În acest caz ecuația de continuitate se reduce la div X = 0 , adică Af = 0 
«şi deci X este un cimp armonic pe D. 


2.6. Cimpuri vectoriale Killing 


Un cîmp vectorial X = (X, - --, Au) de clasă C” pe R” se numește 
«cimp Killing dacă satisface ecuațiile Killing 


s= a m= (1) 


j i SE TEME!» A r E 
Evident, sistemul (1) implică a E 0, i=l; n adică A = 
ar, 
= Îl, «2 Pia iry -3 Pa). Aceasta înseamnă că în cazul n = 1 
cîmpurile vectoriale Killing se reduc la cimpuri paralele. În general, div 
X = 0 şi deci orice cîmp Killing este un cîmp solenoidal. 
Fien > 2. Derivind pe (1) şi permutind indicii, găsim 


3X, X; X; , gX dă, dă: 
a-i a Ei ai 0, r, T A n = 0, A == 0. 
| 07,0%; Cr ÔL LC LiL; LÂL; Ox; 2% 
Adunăm primele două egalităţi şi o scădem pe a treia ; în baza condiţiilor 
22X, xX RX, 
«de complet integrabilitate ———— = —— obţinem —— = 0. Re- 
Ar; Gt 2% 07 20% 


-zultă 1i = a, (constante), iar (1) impune condiția de antisimetrie pen- 


wru matricea [ay]. Astfel un cîmp Killing pe IR” are componente de forma 


X, = Y, ann + Ca În 
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unde a; = —ay şi e, sînt constante arbitrare. Deoarece dimensiunea spa- 
ţiului vectorial al matricelor antisimetrice [a;;] de ordinul n este n(n — 1)/2, 
iar dimensiunea spațiului vectorial al matricelor coloană [c;] este n, 


rezultă că pe IR” există D 4 s= reti 


2 “d 


cimpuri Killing liniar 


independente în E(R") (a nu se confunda cù 
liniar independenţa punctuală în [R*”). 

Croșetul a două cimpuri vectoriale Killing 
este un cimp vectorial Killing. Acest lucru se 
poate demonstra fie arătînd că dacă X = (A, .. 

> A) A =(F,, ., Y„)sint soluții ale sistemu- 
lui 4), atunci şi [X, Y] = (NY) — Y(X,)) este 
soluție, fie punînd X= O. duty t ëh Y= 


=( $ bs; +d) şi calculind x F 1=(%ăla ajbi — 
— Pia) zi) = (X dx), unde [di] ela, evident. 
k 


o matrice antisimetrică. Rezultă că mulțimea 
cîmpurilor vectoriale Killing pe [R” este o alge- 
Fig. 2.9 bră Lie de dimensiune n(n + 1)/2. 


Observaţie. Dacă A=aitbit-ek este un cimp paralel și X = ai + y) +e 
atunci A X X = (bz — cy) i +- (ex — az) | + (ay — ba) hk este un cimp Kiling pe R°, Reci- 
proc, orice cimp Killing Y pe R? care nu este un cîmp paralel se poate scrie in forma A x X. 
Acest rezultat ţine de teorema lui Euler de reprezentare a unui cimp vectorial solenoidal (v. 2.3) 


Aplicația 2.6. (fig. 2.9). Considerăm rotația unui solid S cu viteza unghilulară œw în jurul 
unei axe A care trece prin origine. Un punct (x, y, 2) al solidului S descrie un cere C cu centrul 
pe axă, de rază d, cuprins într-un plan perpendicular pe axă. Viteza tangenţială este un vector” 
V(x, y, 2) tangent la cerc, dirijat în sensul mişcării și avind modulul V = od. 


Notăm cu œ vectorul de modul «, care are direcția axei și care este dirijat în sensul 
indus pe axă de rotația solidului (regula burghiului drept). Atunci V(x, y, :) = © xX r, unde: 
r = zi + yj + zk. Cimpul vectorial V este un cimp Killing. 


2.7. Cimpuri vectoriale conforme 


Un cîmp vectorial X = (X;, ..., Xn) de clasă C” pe R” se numeşte 


cîmp conform dacă satisface ecuaţiile 
xX, X Sa 
E aa i= Y j= 1l,..., N, (2). 

OL ati 


unde 5, este simbolul lui Kronecker, iar 4 : R” > R. Dacă 4 este o con- 
stantă, atunci cîmpul conform se numeşte cimp omoleiic. Dacă v = 0, 
atunci cîmpul conform este un cimp Killing. 


Sistemul (2) implică AF nme ea ES Dae şi deci y = 2divX, 
č Ti TEn 2 n 


În particular se observă că în cazul n = 1 cîmpurile conforme se identifică 
cu funcțiile de clasă C*. 
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Presupunem că y nu se reduce la o constantă și n > 2. Derivînd pe 
(2) şi permutînd indicii, obţinem 


AX, , 2X; _ əp 3 oX; 3X, _ 2Y 
e N u o T E PL ae AF ET SA 
ar, 02; PETTER Ty 02.07 CEITA azi 
å’ X, X 2t 
e pe ae AER de A 
eðr,  dxde dx, 
Adunăm primele două egalităţi și o scădem pe a treia ; în baza condiţiilor 
8X 2X; 
de integrabilitate completă PT + 99 BE a obţinem 
Îi Lr VI 
ô’ X 2 a 
a E ayy e (3) 
20% aia ti NEH 
Impunem şi aici condițiile de B a completă, 
FX d. 
L, LOT LOL T 
Găsim 
212y b 32 z2 
dp due = du l da 
Lk oL dT, ÖT, Li ÖL AVi 


Sumînd după i şi j deducem 


2 
(2 — nj = (Ay) Bi 
OLrOLI 


O nouă sumare după k şil dă (| — n) A} = 0. 


g? 


i n 24 
Fie n >2. Rezultă —— = 0 şi deci (s) = rÈ ete. Cu aceas- 
CI CT, I=1 
ta sistemul (3) se transcrie 
X; 
2 ————— = Crðy + Cid — Còrr. 
Lr êL 
Prin integrare găsim 
ôX; 1 = 
= a Şi Cata + 04, — Ci] + Cu 
GXi 2 k=1 


Ecuațiile (2) impun asupra matricei [c] condițiile Cyc = cd. O nouă 
integrare dă 


]7 (2 T cpt + Cut; — cn) Att Y) Cuti = 


Í 
E Y, Crt: ja -gog a| gon = 
È á t 


jd 


pi 3 
= — ij Y, Clp — — 6 5 sk + F, cut + dj, 
2 k 4 h k 


4 — c. 594 49 


unde d; sint constante arbitrare. Deoarece dimensiunea spaţiului vectorial 


n : n*—n : A F 
al matricelor [6;] de ordinul n este E 1 și avem doi vectori ma- 
trice arbitrari [c,], [d], rezultă că pe R", n >2, există 

n2—n n + 1)(n A+ 2 
— +i +n+n= Spek 
cîmpuri conforme liniar independente în ¥(R”). 

Un raționament analog cu cel din paragraful precedent arată că cro- 
şetul a două cîmpuri conforme este un cimp conform. De aceea mulţimea, 
cîmpurilor vectoriale conforme pe R”, n > 2, este o algebră Lie de dimen- 
siune (n + 1)(n + 2)/2. 

Fie n = 2. Ecuațiile (2) se transcriu 


3X. ðX 2Ă A 
2 i = h, 2 a = UR 1 0, 
ti Ya Ta EN 


ôX, aX, 2X, _ _ ôK, 
ex, Ga 0ta dt, 


şi deci A,, X, sînt respectiv partea reală şi partea imaginară ale unei 
funcții monogene f : C—C. Cu alte cuvinte, mulţimea cîmpurilor conforme 
pe R? este echiv alentă cu mulţimea funcţiilor monogene pe C. 
Presupunem că X = (X, ..., Xn) este un cîmp vectorial omotetic, 
” 


adică p(x) = e, Yg e R”. În acest caz găsim X, = £ omita, ] =L; <. 


$=] 
...; n, unde cy sînt constante ce satisfac relațiile Cy + Cu = Cd, iar d; 


r , A „ay N2—n 
sînt constante arbitrare. Fie c z 0 ; atunci pe [R” există Se +-l+n= 
n(n -+1 A : : i i d ; F 
= Loe + 1 cîmpuri vectoriale omotetice, liniar independente în 


T(R”). 
Observație. Ecuațiile (2) constituie o generalizare naturală a condițiilor Cauchy- 
Riemann. 


2.8. Cimpuri vectoriale afine şi proiective 


Un cîmp vectorial X = (X, ..., Xa) de clasă C” pe R” care satisface 
ecuațiile cu derivate parțiale 
A, i 
0, RL sem (4) 
8,07 


se numeşte cîmp afin. 
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A m 


à ; NORE E ; siat tAn ; 5 
Sistemul (4) implică pe Sy X = 0 şi deci orice cimp afin are diver- 
ct; 
aă, 


04; 
aceea un cîmp afin pe [R” are componente de forma 


genţa constantă. Tot din (4) se observă că -= 4; (constante). De 


Lui x i 
A = F Guty t en Sl, 
iza 


unde cç; sint constante. 

Dimensiunea spaţiului vectorial al matricelor pătratice [4,] de ordinul 
n este n?, iar dimensiunea spațiului vectorial al matricelor coloană [e] 
este n. Rezultă că pe R” există n? — n cîmpuri afine liniar independente 
în %(IR”). 

Dacă X și Y sînt cimpuri vectoriale afine, atunci croșetul [X, Y] = 
= DY — DX este un cimp vectorial afin. De aceea mulţimea cimpurilor 
vectoriale afine pe R" este o algebră Lie de dimensiune n? + n. Să obser- 
văm că orice cimp vectorial Killing este un cimp vectorial afin. 

Un cîmp vectorial X = (X,, ..., 4.) de clasă Ce pe RR” pentru care 
există un cîmp vectorial ¥ = (Y,, ..., Y„)declasă C” pe R” astfel încit 


nd r 
22X, 


ax; cr E 


= Yð + Fiò, i, jy k = L .. -9 y (5) 


unde 3, este simbolul lui Kronecker, se numeşte cîmp protectiv. 
Orice cimp vectorial afin este un cîmp vectorial proiectiv. De ase- 


menea din (5) rezultă — div X = (a + 1) F, adică Y este în mod nece- 
CI; 
sar un cimp potențial. 
În cazul n = 1 eîmpurile proiective se identifică cu funcţiile de clasă 
Ce. Pentru n > 2, impunem condiţiile de complet integrabilitate pentru 
sistemul cu derivate parţiale (5), adică 


X  __ ar 
OL 01; 0Py 02; 02 0 
$ Y: 3Y : 
Deoarece RAE dn + EE a, găsim 
Cr EX; ÖT y ari ôT 
2Y să 2Y Y 
LPEE. ci i AE T ap o 
Vi CI Tj că; 
TE : e a Y; 3X 
Sumînd după i şi j, obținem n DER a aa, e Alt t aşa încât 
ëz Tk PEHI Il 
(n — 1) oTa = 0 sau z =0. Ultimele ecuații cu derivate parţiale impun 
ĝt Tı 


ca Y să fie un cimp vectorial paralel, adică F, = Cy, k = 1, ..., n. 
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Cu această observaţie sistemul (5) se retranscrie în forma 


n3 £, 
e N 
-= m + cd 
PERTE 
de unde 
2ă, a 
= = Sep Yy GL F Cki F ua 
Ilk j=1 
şi în final 


n 


x 
n n 
X; -f $ (èa 3, Gt + cra ja, + Y data = 
k=l j k=1 
Xo 


x 


n # ” n 
=fafa X o] + X City = Li £ CX; | X Gt; l- d, . 
j=1 j= j=1 j=1 
Xo 

Dimensiunea spaţiului vectorial al matricelor [a] de ordinul n este 
n? şi vectorii coloană [c;], [d;] sînt arbitrari. Aceasta înseamnă că pe 
IR”, n > 2, există n? -+ 2n cimpuri proiective liniar independente în 
XR”). 

Se poate dovedi că croşetul a două cimpuri vectoriale proiective este 
un cimp vectorial proiectiv. Aceasta înseamnă că mulţimea cîmpurilor 
vectoriale proiective pe [R”, n > 2, este o algebră Lie de dimensiune n? + 


+ 2n. 


2.9. Cimpuri vectoriale torsionale 


Un cîmp vectorial X = (X,, ..., Xa) de clasă C” pe o mulțime des- 
chisă și conexă D din [R” se numeşte torsional dacă există un cîmp scalar 
a:D-—R de clasă 0” şi un cîmp vectorial Y = (Y,, ..., Yu) de clasă 
C” pe D astfel încît 

xX i tă 
E a d + Xa 43 > Lp ceh (6) 
T; 


unde ò; este simbolul lui Kronecker. Evident, relațiile (6) sînt echivalente 
cu DzX = aZ + (YX, Z)X, YZ e (D). 

Din definiție se observă că un cîmp torsional X nu poate fi identic 
nul decit dacă a este funcţia identic nulă. De asemenea tot din definiție 
rezultă rot X = X ^ Y, div X = an + (X, Y). De aceea un cîmp tor- 
sional este : (1) irotațional dacă şi numai dacă Y este coliniar cu X, (2) 
solenoidal dacă şi numai dacă an -+ (X, Y) = 0, (3) potențial sau biscalar. 

Pentru n = 1, câmpurile vectorial torsionale se reduc la soluții ale 
ecuațiilor diferențiale liniare de ordinul întîi. Pentru n > 2, condițiile de 


2 2 
complet integrabilitate ale sistemului (6), PR sa dl ai, 


BES 22; Tr 2; 


, se trans- 
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«riu în forma 


Y a DE 
Eup H li, 8) 
CIA PETS CT; 0%; 
“Sumiînd după i şi j, deducem consecinţa 
* aY; 3Y; ) ca 
X — = =a -m| ax]. (8) 
> ( da da, PP 


Sumările după i și k sau j şi k nu dau condiţii su- 
plimentare. 

Pentru n > 2, cazurile particulare cele mai in- 
“teresante de cîmpuri torsionale sînt : 

1) Cîmp concircular, dacă Y este un cîmp po- 
tențial. Relaţiile (8) arată că dacă a # 0, atunci în 
mod necesar Y—grad In Ja |. Din (6) rezultă d(X,/a)= 
= da, şi deci X,(2) = a(a)(z, + c) sînt componen- 
“tele unui cîmp concircular. 

2) Cimp concurent (fig. 2.10), dacă az0, Y=0. 
“În acest caz relaţiile (8) implică a=const şi X,(2)= 
= a(z, + c). Schimbarea de variabile y; = az, i = 
= 1,...;n, arată că nu se renunţă la generalitate 
«dacă se presupune a = 1. 

3) Cimp recurent, dacă a = 0. În această ipoteză ecuaţiile (6) se reduc 
la H = Y,; şi deci Y este în mod necesar un cîmp vectorial irota- 

Tj 


Fig. 2.10 


“ional [fapt ce rezultă şi din relațiile (7)]. Apoi In|¥;| = | X Idz. 
j=1 

4) Cimp constant (paralel), dacă a = 0, Y = 0. 

Lăsăm pe cititor să verifice că, în afară de cazuri particulare, un 
«cîmp torsional pe R” nu poate fi cimp Killing şi nici cîmp conform. Dar 
cîmp afin sau proiectiv poate fi? 

Croşetul a două cîmpuri vectoriale torsionale X şi Y este un cîmp 
vectorial coplanar cu X și Y. Într-adevăr, relațiile D,X = aZ + (U, Z)X, 
DY = bZ + (V, Z)Y, YZeŪg(D), implică [X, Y] = DxY — DX = 
= (b —(U, Y))X + (V, X) — a) Y. 


Exemple. 1) Să determinăm cimpul concircular pentru care Yj = xj, j = 1, ..., n. Con- 
t-ga 1 
y xX A = d 


o x 
‘form explicaļiilor precedente găsim a(x) = be , b = const şi Xda) = be" (x+ ci), 
c; = const. 
2) Orice cimp vectorial cu simetrie sferică este torsional. Într-adevăr, dacă X = (Xp .:. 

e Xah Xde) = Xei — yi), 10) = gi)ir, r Via — y) + -e H (En Ya), xe RIN) 
atunci 

3X: 4 fir) fir) 

= f(r) du + (zi — yo — ya) = fir) du + a XiX. 
ôx} i 7 rf?(r) 


Evident, X poate fi privit ca un cimp vectorial concircular cu Y = grad lu|/(r)i. 
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În particular, cimpurile vectoriale newtonicne și cimpurile vectoriale electrostatice, ctè 
simetrie sferică, sint cimpuri torsionale (concirculare ; coliniare cu cimpuri concurente). Aceste: 
cimpuri torsionale siut irotaționale şi solenoidale. 


uly) zi— 
Contraexemplu. Cimpul vectorial newtonian X = (Xp .. 5 Xa) Xil) = 4e Ta dy. 
D 
r= Va — h H eee + (ta — Yn) De RA nu este un cimp torsional pe R” deoarece 
3X Xi— Vi ti— Yi 


a 


di 1 

— (x) = ua e ce a za pă 

z (x) | (y) ( yn i = 
D 


JE = a(x) ða + Yalt), 


iar Vs(2) nu se poate serie cum ne convine pentru cimpurile vectoriale torsionale. 


2.10. Probleme propuse 


1. Să se cerceteze care dintre următoarele cîmpuri vectoriale sînt 
câmpuri potenţiale și cînd este cazul să se găsească potenţialul. 

1) X = (sin ry + wy cos æy) i + (æ? cos æy) j. 

2) X = 3ytz2i + 4%? į — 3xy?k. 

3) X = (y’cosw + 22)i — (4 — 2y sing) j + (222 + 1)k. 

2. Să se arate că familia de elipsoizi u(x, y, 2) = const >0 definită- 
de ecuația 
i EAE s SAA. EN 
a? -u b? +u epu 


reprezintă suprafețele echipotenţiale ale cîmpului creat de un elipsoiđ 
conductor de semiaxe 4 >b > c. 


3. Să se determine potențiale Monge şi respectiv potențiale Stokes 
pentru cîmpul vectorial 


X = gyi + yz j+ zak. 
4, Fie olx) = flr), r = Va? +... + 2 un cîmp scalar cu simetrie- 
sferică pe R"N(O), n > 2, de clasă 0?. 
1) Să se arate că Ay = e ETE r. 
r 
2) Să se găsească soluțiile cu simetrie sferică ale ecuației Laplace: 
Aç = 0. 
Alnr-+ B pentru n=2 


R. (2) = fir) = , A, B, = const. 
Ara + B pentru n> 2 


5. Fie V = f((a, r)\(a xr), unde f este o funcție de clasă convenabilă.. 
1) Să se determine f astfel încît rot V să fie coliniar cu r. 
2) Să se calculeze fluxul lui V printr-o suprafaţă închisă. 
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6. Fie V = f(|laxrl)(aXr), unde f este o funcţie de clasă conve- 
nabilă. 

1) Să se calculeze grad |axr||, rot V şi div V. 

2) Să se determine f astfel încit V să fie irotaţional şi să se găsească 
un potenţial local. 


7. Pe R? se dă cîmpul vectorial V = e(r)(axr) + y(r)r, unde a 
-este un vector constant coliniar cu j, r este vectorul de poziţie, iar o şi y 
sînt funcții de clasă 01. 

1) Să se determine circulaţia lui V pe un cere T cu centrul în origine 
situat în planul xOy si fluxul lui V prin discul limitat de T. 

2) Să se determine funcțiile e și V astfel încît fluxul cimpului V prin 
-orice suprafaţă închisă să fie zero, iar rot V să fie coliniar cu r. 

8. Să se determine cîmpurile vectoriale armonice pe R? ale căror 
potenţiale sint polinoame armonice pe [R?. 

9. Să se verifice afirmaţiile : 1) croşetul a două cîmpuri conforme este 
un cîmp conform, 2) croşetul a două cîmpuri afine este un cîmp afin, 3) 
-croşetul a două cîmpuri proiective este un cîmp proieetiv. 

Indicație. [X, Y] = DY — ĽyX. 

10. Se consideră un cîmp vectorial torsional definit pe o vecinătate 
a originii lui R”. Utilizind formula lui Taylor, să se găsească aproximarea 
liniară și aproximarea pătratică ale acestui cîmp în vecinătatea originii. 


11. Există câmpuri vectoriale torsionale armonice? 


12. Să se cerceteze care dintre cîmpurile vectoriale torsionale sînt; 
“respectiv cimpuri vectoriale Killing, cîimpuri vectoriale conforme cîmpuri 
vectoriale afine sau cimpuri vectoriale proiective. 


13. Să se arate că mulţimea tuturor cimpurilor vectoriale solenovi- 
«lale de clasă 0® pe DeIR" este o algebră Lie. 


3. LINII DE CÎMP 


Liniile de cîmp ale unui cimp vectorial de clasă C! sint curbe orientate de clasă C% cu 
proprielalea că valorile cimpului vectorial pe aceste curbe se autorepariizează ca vectori tangenţi: 
la curbe. Drept exemple pentru explicitarea liniilor de cimp ne-au servit cimpurile vectoriale- 
paralele, torsionale, newtoniene, electrostatice etc. (v. 3.1, 3.2). 

Teorema de indreptare a unui cimp vectorial este echivalentă cu teorema de existenţă: 
a integralelor prime locale, iar orbitele pot fi reprezentate local ca intersecţii de familii de hiper- 
suprafețe de nivel constant atașate la integrale prime (locale) funcţional independente. Integralele: 
prime globale apar doar în cazuri de excepţie cum sint cimpurile vectoriale hamiltoniene, cim- 
purile Killing (v. 3.2,), cimpurile magnetice ale circuitelor electrice filiforme (v. 3.3) ete. 

Pentru unele cimpuri vectoriale liniile de cimp se pot explicita relativ ușor, prin formule- 
(v. 3.1,3.2), cel mai simplu exemplu în acest sens constituindu-l cimpurile vectoriale liniare 
(v. 3.4). Cind nu este posibilă explicitarea prin formule, facem apel la tehnici numerice de calcul 
cum este de exemplu metoda Runge-Kutta (v. 3.5.) 

Problema completitudinii cimpurilor vectoriale prezintă un interes deosebit atit teoretic- 
cît și practic. Explicaţiile din 3.6 sint exemplificate prin cimpurile vectoriale newtoniene şi: 
cîmpurile vectoriale electrostatice, cu simetrie sferică, prin cimpurile vectoriale conforme,. 
prin cimpurile vectoriale torsionale și pe ecuaţiile Lorenz de mișcare a unui fluid. În particular- 
problema completitudinii se pune la cimpurile vectoriale hamiltoniene care joacă un rol esențial 
în descrierea unor fenomene ale naturii (v.3.7). 

Curenţii generaţi de cimpurile vectoriale au proprietăţi [izico-geometrice interesante dintre: 
care am menționat teorema Liouville (v.3.8) și teoremele de caracterizare a cimpurilor Kiling, 
afine (v. 3.9), conforme (v. 3.10) şi proiective (v. 3.11). Teorema de conservare a volumului este- 
exemplificată prin cimpurile electromagnetice staționare, cimpurile magnetice staționare, cim- 
purile Biot-Savart, cimpurile hamiltoniene și cimpurile newtoniene (v. 3.8). De asemenea se 
explicitează curenţii generați de cimpurile vectoriale Killing, afine (v. 3.9), conforme (v. 3.10): 
și proiective (v. 3.11) şi se exmplitică procedeul de obținere a cimpurilor vectoriale din grupurile- 
locale de difeomoriisme (v. 3.12). 

Problemele din 3.13 se referă la îndreptarea cimpurilor vectoriale, integrale prime, expli- 
citarea analitică a soluțiilor unor sisteme diferențiale, metoda Runge-Kutta, completitudine şi: 
curenți. 


3.1. Linii de cimp 


Fie D c R* o mulţime deschisă și conexă, iar X un cîmp vectorial! 
de clasă C! pe D. O curbă a: I = D de clasă Cl al cărei cîmp vectorial 
tangent «' coincide cu Xog se numeşte linie de cîmp a lui X. Imaginea. 
«(I) c D a unei linii de cîmp se numeşte orbită a lui X (fig. 3.1). 

Liniile de cîmp ale câmpului vectorial X sînt caracterizate prin ecuaţia. 
diferenţială a'(t) = X(a(t)) sau prin ecuaţia integrală a(t) = alto) + 


+| X(«(s))ds. Deoarece X şi a sînt funcții de clasă C!, liniile de cîmp ale 
to 
lui X gint în mod necesar de clasă 02. 
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Teoremă. Dacă X este un cîmp vectorial de clasă Ot pe o mulțime 
deschisă şi coneză D c R", atunci pentru orice d € D, lo e R, există un 
anterval deschis I şi o linie de cîmp œ: I — D a lui X astfel încît : 

1) alto) = ao 

2) orice altă linie de cîmp B:J > Da ol'lt)=X (ct (ti) 
dui X cu B(to) = So are proprietatea J S I şi An 
P) = alt), YteJ. 

In acest caz a se numeşte linie de cîmp Ss 
maximală a lui X prin Ty. 


Demonstrație. Aici avem o reformulare g” 
a teoremei de existentă şi unicitate pentru 
soluțiile unui sistem diferențial de ordi- 
nul intii [1]. Într-adevăr, utilizînd notațiile Fig. 3.1 
KIE EAE h ea Lala), XD R 


alt) = (2il), <<. Za) a: I >R, 


da dz, 
a(t) = | -2 (t); e. W) 
i ( A rar l 
ecuaţia diferențială vectorială a'(t) = X(a(t)), Yt e I, se transcrie sub forma 
unui sistem diferențial autonom 


dr : dEr P 
E == E eoo Da, esa = eX O oiak (1) 
di di 


Teorema de existență arată că există o vecinătate I, a lui t şi n 
funcții æ: 1, > R de clasă O! care satistac sistemul (1) şi condiţiile inițiale 
Dll) = Wii = ț Lyo eg Ri = (io, + +5 To. Ansamblul 6,2) = (mhes: 

., Va(t)) defineşte o linie de cîmp 6, : Z, > D a lui X cu Bilt) = £o. 

Teorema de unicitate arată că dacă &;: 12 > R, i= 1, ..., n, este 
o altă soluție a sistemului (1) care satisface condițiile inițiale 2,10) = Sios 
atunci (1) = a, (t), Vt e L n Ia. Echivalent, dacă Ba = (Lis «e 5 Va) Io > 
> D este o altă linie de cimp a lui X cu s(t) = Sp atunci Bu(t) = Ba(t), 
vie In. 

Din acestea rezultă : (1) există o singură linie de cîmp maximală 
a & lui X, cu (lo) = Xp, definită pe reuniunea domeniilor de definiție ale 
liniilor de cîmp ale lui X care aplică pe t în 2; (domeniul de definiţie al 
unei linii de cîmp maximale este un interval deschis din R); (2) orice altă 
linie de cîmp 8 : J > Da lui X cu (t) = æ% este o restricție a lui a. 

Soluţiile sistemului algebric 


Kal hg seica Da) 0 ay SRO a Ag) 20 (2) 


adică zerourile cimpului vectorial X = (X,, ..., Xn), generează soluţii 
ale sistemului diferenţial (1). Într-adevăr, dacă a = (a, ..., au) este o 
soluţie a lui (2), atunci æ(t) = a, Vie [R, este o soluţie (constantă, inva- 
riantă în timp) a lui (1). O astfel de soluție se numeşte punct de echilibru. 

Lungimea |X(2)| este de fapt viteza cu care o soluţie a sistemului (1) 
trece prin punctul g. 
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Aplieaţii 3.1. Fie X (%, 22) = (— t 2). Liniile sale de cîmp sint soluțiile sistemului: 
dri dx 
di 


= — Xas —m = KETI 


adică 


z(D) = 0, x (t) = 0, ¿ER (punct de echilibru), 
x(t) = c; cos t + esin t, za (l) = e sint — c, ces 41ER 


(soluția generală). Linia de cimp maximală care trece prin punc- 
tul a(0) = a, xa(0) = b este 


alt) = (a cos t — bsin t, asin t- bcos t), LER. 


=] Evident, lla(1)]* = a? + b?, WYLER şi deci orbita esle un cerc- 
de rază V œ + b? (fig. 3.2). De asemenea lim + (1) = lim za (t) = 
a—0 a=0 


b=0 b=0 
=0, VL ER (punctul de echilibru), iarlim g(/) nu există 
i ttoo 
Fig.. 3:2 3.2. Fie X = (p ...s Ga) un cimp vectorial paralel pe Ra. 
da; 
Sistemul care dă liniile de cimp ar ai = üp İ = 1 ,..., N, admite soluţia generală x; = ail + ct. 
G 


t eR. În concluzie liniile de cimp ale unui cimp vectorial paralel sint drepte paralele. 
3.3. Să găsim liniile de cimp ale unui cîmp vectorial torsional X = (Xa... Xn) pe o mul-- 


> i ESI a bi 
time deschisă şi conexă D din RX. Prin definiţie avem cs 08 +X Yp în j=1, « . so nt Ple-- 
ç vj 


da 
cind de la T = X(x), i = 1, ..., n şi derivind găsim 
L 


dr ~ 3N “die dx 
a E A l a H N, Y e 
dè? £ ôs dt dt 


Făcind substituļia 


s=4+ af exp ($ (a + (X, ¥)) oa(u) au) dr, Cy ca = const, 
1 


o to 
2 


d Xi 
obținem -u = 0 şi deci a; = a {+ bis, SEIC B a,b; = const, E= 1, ..., n. Astfel liniile 
qs? 


de cimp ale unui cimp torsional (care nu sint puncte de echilibru) sint porțiuni de drepte- 
reparametrizate prin s. 


Cazuri particulare. 1) Liniile de cimp ale unui cimp vectorial concurent pe R” (diferite de 
punctul de echilibru) sint semidrepte deschise, toate avind drept origine poziţia de echilibru. 
Într-adevăr, în acest caz (X, Y) = 0, a = 1 ṣi x; = a; + dg et, lE R , d fiind constante arbitrare. 
Punctul de echilibru x; = a; este un punct asimptotic al tuturor celorlalte linii de cimp deoarece 

lim x = ag (fig. 2.10). 


i=—co 
2) Orbitele unui cimp vectorial cu simetrie sferică, X = (Xp ...; Xn) X(x) = 
= p(n — vor, r = Vai WE eee + (n — Yn), x ER?N {y}, sint semidrepte deschise, 


iar punctul y apare ca punct asimptotic pentru acestea. Sensul pe orbite este impus de sem- 
nul lui o. În acest context se situează cimpurile newtoniene cu simetrie sferică (cimpuri de: 
atracţie) şi cimpurile electrostatice cu simetrie sferică (cimpuri de alracţie sau de respingere). 
Lemă. Fie X un cîmp vectorial de clasă C! pe o mulțime deschisă și 
conexă D c IR",iar a: 1 — Do linie de cîmp a lui X. Dacă s este un punct 
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fixat al lui I şi =: J >, z(t) = t + s(translația în R prin s), atunci 
curba B = a- z, este o linie de cîmp a lui X definită pe intervalul J = (1). 


Demonstraţie (fig. 3.3). Dacă t > a(t) este o linie de cîmp, atunci și 
1 > alt + s) este tot o linie de cîmp. Într-adevăr, 


dz | deal 5 : 
= (6-2 = —- (t) = X(alto + $) = X(a(t + s)) - 
at (£ + N d ( „N (alto + 8)) (a[ ) 


Teoremă. Fie X un cîmp vecto- 
rial de clasă Ct pe o mulțime deschi- 
să şi conexă D c R”, fie ae D şi 
ax, : I(x) = D linia de cîmp maxri- 
mală a lui X prin za. Dacă s esie 
un punct fixat al lui I(x), atunci 
Ar Ts | T_s I(x) > D este linia de cîmp 
mazimală a lui X prin os (io + $). 


Demonstratie. Conform lemei, i R G—# Ei 
l J=5- (I) I 


æ Ts este o linie de cîmp prin s; = 
= aa (lo + $) definită pe T_I(To). 
Deoarece ea trebuie să coincidă pe acest domeniu cu linia de cîmp maxi- 
mală ar, se impune T_A(To) c I(2,). Rezultă t — $ e (a). Aplicăm din 
nou lema care arată că a.o T_, este linia de cimp prin œs (to — $) = fo 
definită pe =.I(2,). De aceea tI(®,) c I(£ọ). Rezultă că domeniul de 
definiție al lui a, T, este egal cu I(x) ṣi deci gx, o Ts = ar 
Fie X un cimp vectorial de clasă C! pe D c R”. Teoremele precedente 
arată că două linii de cîmp maximale distincte ale lui X nu se întîlnesc 
(dacă ar avea un punct comun, ele ar trebui să coincidă pe un interval). 
Drept urmare, un punct de echilibıu nu poate fi valoare inițială a unei 
soluții diferită de el, dar poate fi punct asimptotic al acesteia (limita în 
raport cu t) sau limita soluției in raport cu punctul inițial. 
Există linii de cîmp care se autointe sectează, adică sînt curbe închise, 
În particular, punctele de echilibru ale sistemului fac parte din această 
categorie de curbe. O linie de cîmp închisă are alura din fig. 3.4 şi nu 
cea din fig. 3.5, deoarece vectorul tangent la curbă în fiecare punct este 
unic (valoare a cîmpului X). Teorema 
precedentă arată că fiecare linie de cimp 
maximală este tie injectivă, fie simplă şi 
închisă, fie constantă. 


Fig. 3.3 


Teoremă. Fie X un cîmp vectorial 
de clasă 0! pe D c R". Dacă a:1—-D 
este o linie de cîmp a lui X cu alt) = 
= a(t), tu taeI,t, < t, (adică a este în- 
chisă), atunci a se poate prelungi la întreaga 
ară R, prelungirea & : R — D fiind periodică de perioadă T e (0, t, — t]. 

Demonstraţie. Orice s e R se poate reprezenta univoc în forma s = 
= t + ut, — f), te [tt], neZ. Funcţia 3:R >D, definită prin 
&(s) = alt) este periodică şi are perioada min! TP|ă(s +- T) = ă(s))e 


a 


Fig. 3. Fig. 3.5 
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e (0,t, — 4]. Pe de altă parte, în baza teoremei precedente, â : R > D: 
este o linie de cîmp. În plus &(î,) = a(t). 

Se ştie că pentru o funcție continuă periodică mulţimea perioadelor 
coincide sau cu dreapta reală (caz în care funcţia este constantă) sau cu: 
mulțimea multiplilor întregi ai celei mai mici perioade [1]. 


Teoremă. Fie X un cîmp vectorial de clasă 0! pe mulţimea deschisă 
și coneză D din R” și M c Do subvarietate închisă cu proprietatea că pentru 
fiecare punct x e M vectorul X(x) este tangent la M în a. Dacă I este um 
interval din R şi a: I — D este o linie de cîmp a lui X astfel încît olto) € M, 
atunci a(t) este din M pentru orice tel. 


Demonstrație. Din teorema de existență și unicitate rezultă că există. 
o singură linie de cîmp a definită pe o vecinătate a lui tọ şi cu valori în M. 
Fie J = {te I |a(t) e M}. Mulțimea J este deschisă, deoarece nu poate sä- 
conțină un punct, fără să conțină o întreagă vecinătate ; continuitatea lui 
æ arată că mulțimea J este şi închisă, J = a~1( M). Deci J = I, deoarece- 
I este conexă. 


Observații. 1) Liniile de cìmp sint de fapt curbe orientate. Într-adevăr, dacă a(t), 
te [a, b], este o linie de cimp a cimpului vectorial X care uneşte punctul g (a) cu punctui z (bb 
atunci e (a -+ b — u), u € [a,b], este o linie de cìmp a lui — X care unește punctul g (b) cu punc- 
tul g(a). 

2) Liniile de cimpale cimpului vectorial X = (X; ..., Xn ) de clasă C? sînt drepte dacă: 


2 å dz DX = 
şi numai dacă Dy X = 0. Într-adevăr, din dx;/dl = X;(x) găsim——- = =—— Xj = Dg X. 
qi jei GES zj 
Tri 
iar E e 0 este echivalentă cu rọ = ag + bil, 1ER, i= 1,...ʻ 1l 


Complemente, ! entru teoria din 3.6 și din cap. 4 este util să dăm enunţul altor două teo-- 
reme de bază din tecuia sistemelor diferențiale autonome [1, 25, 36]. 


Tecrema de pr: lungire. Fie X un cîmp vectorial de clasă CL pe o multime deschisă şi conexră 
DCER”, Fie KcC D y mulțime compactă şi ag E€ K. Linia de cîmp z, alui X fixată prin condiția 
inițială CAA (19)= o poale fi prelungită în viilor (în trecut) [ie nemărginil, fie pînă la frontiera ôK, 
Prelungirea esle unică în sensul că orice două linii de cîmp cu aceeaşi condilie inilială coincid pe- 
intersecția intervalelor de definitie. 


Teorema de diterenţiabilitate. Fie X un cîmp veclorial de clasă C° pe o mulțime deschisă și 


coneză D C R», [ie aED şi ag: 1— D linia de cîmp alui X fixată prin condiția inițială 
aall) = x. Funcția (l, x) — z(t) esle de clasă C? pe o vecinălate a punctului (ly 29) din I x D. 


3.2. Integrale prime 


Să presupunem că ọ:D > D}, y = olx) este un difeomorfism de 
clasă 01, unde D ṣi D, sînt mulțimi deschise în R”. Atunci sistemul diferen- 
ţia! autonr a 


= Ada), î=21, i (rY 
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pe D este echivalent cu sistemul diferenţial autonom 


s ox d š 
-=i (y) Mi a Ido iy)), i = 1,..., m, 
j=l 2) d 
sau 
dy * a X ; 
ră i 2 P x) (7) j = 1, ceh 
sau 
da : 
= = (Dxy)(o1(9)), j = 1, ..., 0, pe D4 = ẹ(D). 


Teorema care urmează dă condiții care asigură existența unui difeo- 
morfism local y = ọ(w) cu proprietatea 


Üy 0 pentru j =1,...,n—1, 
Te 1 pentru j = n. 


Teorema de îndreptare. Dacă X = (X,, ...; Xn) este un cîmp vectorial 
de clasă C! pe D și x, e D este un punct în care X(x) # 0, atunci există o 
vecinătate U a lui x şi un difeomorfism o: U — Uz, y = ọl(x) de clasă 0! 


astfel încît sistemul autonom i =A (0); t= 1, csn, pe U să rodice 
dy, 


Fi dy, Ayn 
la sistemul autonom —— = 0, ... , AL = 0,—7- = 1 pe U, = ọo( U). 
a Wn at a 


Demonstraţie. Este suficient să găsim un difeomorfism local care să. 
schimbe cîmpul vectorial paralel e, = (0, ..., 0, 1) în cîmpul vectorial X. 
Pentru aceasta gîndim spațiul tangent T, R” = [R” ca suma directă dintre 
partea orizontală H = {h e R” (h, X(%,)) = 0} =~ R”-! ṣi partea verticală 
V = UX(z) te R}= R, unde = înseamnă identificare prin izomorfismul 
canonic. In H considerăm bila H, : |A| < p, iar în V considerăm seg- 
mentul F;: lt] < 3. 

Continuitatea lui X şi ipoteza X(x) # 0 asigură existența unei 
vecinătăți a lui z pe care nu avem puncte de echilibru. 

Fiecărei perechi (4, t) e H, X Va îi atașăm punctul O(7, t) = a(t) e R”, 
unde g,(t) este soluția sistemului (1) fixată prin condiția inițială ®(h, 0) = 
= (0) = h. Vom arăta că funcția (h, t) = ®(h, 1) de clasă CT [1], [36] 
este difeomorfismul local căutat. 

Relaţia H 1 V impune descompunerea ortogonală 


(h, t) = ulh, t) + olh, )X (x0), 
unde u(h, t) este partea orizontală şi v(h, t)X(s,) este partea verticală. 
Deoarecov(h, t) = (O(h, t), X(20))/IX (20), obținem Å? (0,0)=1, 2 (0, 0)= 


= 0. Identificind pe (h, t) cu perechea (u(hħ, t), v(h, 1)), găsim matricea 
jacobian 
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care este nesingulară. Conform teoremei funcţiei inverse (%, t) > ®(h, t) 
este un diteomorfism peo vecinătate U. e Ho xX Va punctului (0, 0). No- 
tind y = (h, t), 2 = O(g), găsim ọ = -1 si U = (U). Mai mult 


0- 2 ow) n. 02 (oly) + 1-22 oy) = 
E Yn- ĉYn 
at; A - . 
= ~ (®(y)) = (04, D) = LAO) = Xa, tcm 1, s.n 
Cin 


O funcţie f: D — R de clasă 01 se nu- 

meste integrală primă a sistemului diferen- 

ee, tial (1”) dacă Dxf = 0, unde Dx este opera- 
AII) | torul de derivare în raport eu cîmpul vecto- 

\ i rial X = (X, .-., Xa). Relaţia de definiție 


eee la Dxf = 0 este echivalentă cu fiecare dintre 
A următoarele două proprietăţi : 


> — funcția f este constantă de-a lungul 
Fig. 3.6. 3, SEE să că A E 3 
oricărei soluții x: = D a sistemului (17), 


adică fo a = const, deoarece Dyf ca = E (fea); 
d 


— fiecare orbită a lui X este conținută în una şi numai una dintre 
mulțimile de nivel constant ale funcției f (fig. 3.6). 
O integrală primă reprezintă o lege de conservare. 


Aplicația 3.4. Hamilton a arătat că unele probleme de mecanică, optică, calcul varia- 
tional ete. pot fi modelate cu ajutorul sistemului de ecuații 


dx ðH dy; ôH 


OEE 2 A si 


- E ES Bo 

di dy? dt aa * P 

unde H : R?2 — R este o funcţie de clasă C? de 2n variabile typ ...s Tai Yp e -s Yn. Legea conser- 
vării energiei este echivalentă cu faptul că H este o integrală primă a sistemului precedent . 
Într-adevăr, dacă notăm 


N SE z ôH Š = 
AX = — —— s, Xr- XS (Xi Xa) 
dy: Oxi 
atunci 

„ # n n 

ðH ôH ðH ðH ðH ƏH 
na M-a (ȘI ge e E caii 

i=1 Öxi i=l Oy: j=l yi Dti îmi dz; Oy: 


Funcţia H este un exemplu de integrală primă globală, caz intilnit destul de rar, 


Aplicația 3.5. Fie A = [as] o matrice antisimetrică de ordinul n Au X = (A ces Xa 


-2 Aijtj, {= 


j 
= 1, ..., n (sistem diferențial liniar omogen cu coeficienți constanți) Hi mierak prime 
gìobale fm(x) = A™x|?, m = 0, 1, ..., n — 2. Într-adevăr, 


Dazlo(2) = Daalt, x) = Xr; Dasz) = Xx, Ax) = 0, 
Dashli) = Das Ax, Ax) = (Ar; DazAz) = 2(Az, Ax) = (Ar, A(Ax)) = 0, 
şi în general 
Dasal) = Daa(Amz, Ana) = AME, AMD ygt) = AA, A(An2)) = 0, 


X= 2, aijXj, un cimp Vectorial Killing. Sistemul care dă liniile de teii A 
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în baza antisimelrici matricei A, Teorema care urmează arată că nu putem avea mai mult de 
n — 1 integrale prime funcțional independente. 

Hipersuprafeţele de nivel constant ale funcţiei fox) = |x|? sint hipersfere. De aceea orbi- 
tele cimpului vectorial Killing X; = y, di;t; aparțin unor hipersfere. 

i 

Hipersuprafețele de nivel constant ale funcţiilor fla) = Anzi, m = 1, ..., n — 2, pot 
îi difeomorfe cu hiperslere (dacă A este nesingulară şi deci n este par) sau sint subvarietăți 
cilindrice de rotație (dacă A este singulară). Într-adevăr, acestea sint caracterizate prin ecuaţii 


n 
de tipul yi + se Hya = c unde yi = Y, Viiti i= 1,...;n, Sint forme liniare, fie liniar 
j=l 
independente, fie liniar dependente, 
În general nu există integrale prime globale ci locale, în sensul tev- 
remei care urmează. 


Teoremă. Dacă X este un cîmp de clasă O! pe D şi ag e D este un punct 
în care X(x) # 0, atunci există o vecinătate U a lui xy astfel încît sistemul 
(1°) admite n — 1 integrale prime fi, .. ., fn; functional independente pe U 
și orice altă integrală primă este o functie de clasă O1 de acestea. În aceste 
condiții, orbitele pe U ale cimpului vectorial X sînt 


fils oog Pa) = Ciy e sacul Pro + e 03 Pa) = Coca 


Demonstraţie. În ipotezele făcute există un difeomostism de îndreptare 
Ya = fil), e e e Vaca = faza) Ya = fa(£), £ e U,adică un difeomorfism care 
satisface relaţiile (1). Evident, funcțiile fi, ..., fu- Sînt cele n — 1 inte- 
grale prime funcțional independente ale sistemului (17) pe U. 

Fie fis .. ., faca integrale prime functional independente ale sistemului 
(1”) pe o mulţime deschisă U. Dacă f este o altă integrală primă pe U, 
atunci 

za AF > 8 
pia e ep 


[] i 


CTi CL, 
d êh L a 1 
X, ve cil +A =0, 
Cr CEn 
Y ARE | Y a Rag 0 
< ar BE i} -Lj Ji å i S Lă 
cd Ca 


Dar acesta este un sistem liniar omogen de » ecuaţii care admite prin 


ipoteză soluţia nebanală (X,, ..., 4). Rezultă că determinantul siste- 


D ae > 
(f, fi afati) per 0, deci f, $p ad aA. 
D(a Dar: Pop Ea) 
sînt funcțional dependente, adică există 4 astfel încât f = Ylf, -< faca): 
Reciproc, orice funcţie de clasă C! de tipul f = (fi, .- - Ja-a) este o in- 
tegrală primă a sistemului (1). Într-adevăr, 


mului trebuie să fie nul pe U, 


n— ij 
Dxf= 5 7, Dyf; =0. 


é 
ja J; 
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Orbitele arbitrare în jurul lui æ, ale cimpului vectorial X sint descrise 
de sistemul de ecuaţii carteziene implicite 


fila) = e «+ a Îna(2) = Ca-ae 
prin v, trecînd orbita pentru care o; = j/(2o), t = 1, ..., n—l. 


Variantă. "Noţiunile de integrală 
primă şi independență funcțională 
sînt invariante în raport cu difeo- 
morfismele (nu depind de sistemul de 
coordonate ales). De aceea este sufi- 
cient să demonstrăm afirmațiile teo- 
remei pe sistemul în y = (Yi, .. -3 Yn) 


Fig. 3.7 dat în teorema de îndreptare. În 
Act acest caz este evident că funcţiile coor- 
donate 9;(7) = Yn i=1,..., n—l1, sînt n—1 integrale prime funcţio- 


nal independente şi că orice integrală primă este o funcţie de clasă 0! 
de cele n—1 integrale prime Fis = e 9 Vino 
Orbitele pe U sînt segmente de dreptă de ecuaţii carteziene implicite 
Va = Ci «= 23 Yn-1 = Cni (fig. 3.7.) l 
Uneori sistemul diferențial autonom (1”) se înlocuieşte cu sistemul 
simetric 
dg da, 
LL = St — (=). (3) 
P EEE TAAR, Ali + A 


Pentru aceasta se convine că dacă un numitor este funcţia zero, atunci 
numărătorul respectiv trebuie egalat cu zero. Punctele în care se anulează 
toţi numitorii generează punctele de echilibru. 

Scrierea în torma simetrică (3) permite determinarea integralelor 
prime prin metoda combinațiilor, integrabile (vezi și cap. 8). În ipoteza 


că există tunoțiile y:D >R, j= n „n, de clasă 0%, astfel încît 
S LLET = df şi Ş: NX; = 0, din 
j=1 j=l 
E yag 
an _ dm A af 
X i a 0 
Y NX; 
j=1 


rezultă ecuația Pfatt exactă df = 0 cu soluția generală f(2) = e. Cu alte 
cuvinte, funcția f: D > R, 2 — f(x) este o integrală primă. Diferenţiala 
$, A da; = df, cu condiţia $, AĂ; = 0, care marchează ortogonalitatea 


Fi 3 
cîmpurilor vectoriale A = (M; <.. A) Si X = (X; e... A), se numeşte 
combinație integrabilă. 
Exemplu (fig. 3.8; vezi și 2.6). Fie 
dz : dz adx + bdy + edz _ ada + ydy + zdz 
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Rezultă adr + bdy + ¢dz = 0, xdr + ydy + zdz = 0 și deci ax + by + ez = p 1? + y? + 
+ 2 = c. Integralelor prime definite prin f(x,y,z) = ax + by + ez, respectiv f(z, y, 2) = 
= x? + y? + 7 li se atașează matricea jacobian 
a b c 
a T 
2z 2y 2z 


z y z 
1 pe A =a(7,9,2)|—=—=— 
cu rang J = a b c 


2 pe RNA. 


Rezultă că soluţia generală a sistemului pe 
R? N A este familia de cercuri ax + by + cI = Cp 
x? + y? + zi = ep. Evident, A coincide cu mulți- 
mea punctelor de echilibru şi este normala ce 
trece prin origine a familiei de plane paralele 
ar + by + ez = e. Atit soluția generală cit şi 
punctele de echilibru fac parte din familia de 
mulţimi descrisă de ecuaţiile ar + by + cz = ĉp 
x? + y+ = ca. 


Observații. 1) Fie X un cimp vec- 


torial de clasă C%* pe D c Rr, n > 3, fără ze- 
rouri. Dacă f(x) = c» -.., faa(£) = cn sint orbitele lui X pe U C D, atunci există fa :U — R 
astfel incit X|y = fa grad h x... X grad fn . 

2) k(< n— 1) integrale prime funcļional independente determină o subvarietale a lui 
Rn cu n — k dimensiuni, iar liniile de cimp (orbitele) sint complet incluse ìn această subvarictate. 

3) Dacă găsim n — 2 integrale prime funcţional independente fi» .. -> fa-a ale sistemului 
(3), atunci găsirea soluţiei generale se reduce la găsirea soluției generale a unei ecuații diferențiale 
de ordinul intii. 

Pentru a justifica afirmaţia precede ntă, fie subvarietatea bidimensională 


Fig. 3.8 


(au ăi Ta) = O e... | AR Ci <. .s En) = Ca 
Avem un sistem de n — 2 ecuații care definesc pe ty, ...> noa în funcție de Tai Ta: 
Te == qtii Da i Cop sii Caa E lja na 2. 


dtn dza á i > 
Dar — = —— . Înlocuind pe xp obținem o ecuație diferențială de ordinul unu cu soluția 


Dra oa: Tai Cir ---> Cana) = Cai 


Punind c;= x , rezultă fy (7) = p1 Şi astfel am găsit o nouă integrală primă funcțional inde- 
pendentă de celelalte. 


Exemplu. Fie sistemul 


dz dr dz 
2 y p 
„da dy dy dz dy dx 3 1 
Din — = —— rezultă zy = &. Din — = — găsim — +- — = 0 sau —— + az = Co 
eh - — ry 2 a 3 3 


ĉi 
adică y5 + 3azyz = c, Soluția generală şi punctele de echilibru (axa Oz: «x= 0, y = 0) 
ale sistemului dat fac parte din familia de mulțimi descrisă de ecuațiile ry = c, y? -+ 32y7 = 
= ea. Într-adevăr, integralelor prime definite prin h(x, y, 2) = zy, falx, y, 2) = y? + 3xyz le 
corespunde matricea jacobian 


y x 0 1 pe A = {(x,y, z)! y = 0}, 
J = » Tang J= 
3yz 3y? + 3xz 3xy 2 pe RINA. 
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4) Considerăm două cimpuri vectoriale coliniare. Scrierea simetrică (3) arată că dacă 
facem abstracţie de punctele de echilibru ce pot fi introduse de factorul de coliniaritate, atunci 
cele două cîmpuri vectoriale coliniare au aceleași orbite. 

5) În cazul spaţiului cu trei dimensiuni se utilizează și notaţiile V(x, y, 2) = m(z, mp2): 
i + oale, 9,2) |+ n(x, y, z)k, t = zi + yj + k, dr = dri + dyj + dzk, r = Vz Hp +HZ, 
iar sistemul simetric 


dz dy dz 


m(t, y, z) Paza)  Va(®, y, z) 
este echivalent cu ecuația vectorială Vx dr = 0. 


Aplicația 3.6. Fie 


z ly T NY 
E i a 0, Y, zZ) ER N{0}, 
dre r? 
dr dy dz 
cîmpul electrostatic produs de sarcina qg. Liniile de cimp sint soluțiile sistemului -- = -—— = —, 


£ y z 
(x, y, z) ER®N {0}, adică familia de semidrepte £ = 0, © = caz: y = 0, := 0; (x,y, 2)E 
eR\{0}. În plus lim E = 0 și deci punctul de la 00 în R? poate fi privit ca un punct de echi- 
jibru (fig. 3.9). 7=>00 


Comentariu. Existența integralelor prime ale cimpului vectorial X = (X}, ..., Xn) 
este echivalentă cu existența dileomorlismului de indreptare. Dacă presupunem că am demon- 
strat existența integralelor prime f, ..., fnis atunci difeomorfismul g de indreptare se poate 
obține astfel : sistemul cartezian implicit A(x)=6s . - ++ falt) = Cn determină funcţia de com- 


ponente 


ti = HlTa Cs -s Cn a) ...s Ta = Inalta Cjs -- -3 Cn D ; notăm y = Xpo (a isy Xai) 


şi definim 
dtn l 

9: a = h(t), .. -s Yna = Inalt): Yn = [a] 

-3 Cn) i 


haltas ĉi +- lei=fitx)- 
Aplicația 3.7. Să se determine un difeomoriism local care îndreaptă cîmpul vectorial 


X = (Xp X» Xa), Xa = t? + Say, X, = 2y5, X, = 2y2z şi să se controleze rezultatul găsit 
prin calcul direct. 
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dx dy dz 
Rezolvare. Sistemul simetric ——— = — = 
x? + 3ry? 2y2 2y?z 
3 


şi ipoteza X, = 2y°z Æ 0 conduc 


z dz E 3x 
la — = çà şi la ecuaţia Bernoulli — — —- — -— = 0. Ecuația Bernoulli se transformă într-o 
y dy 2y? 2y 
în ui | 1 5y? + a? 
ecuație liniară prin substituția u = — , x # 0. Rezultă soluția — = Cy- 
g? dp 
g 
z 5y? + x? 3 | dz ca i 
Din X, = 2907, — = cp ——— = ca găsim h — și —= mz oie 
` yY“, y i 5295 29 3 è h 42 4y? 
s : z 5y? + x? ” 1 
Dileomorfismul căutat este definit prin x = —, y = ———— , Y = — —_ (pentru a dove- 
5x?y’ 43 


di că acesta este un difeomorfism se foloseşte teorema funcției inverse). 
Pentru verificare notăm cu Xy, Xy, Xy componentele lui X in noile coordonate x’, y’, 7’ 
și ținem seama de regula de schimbare a componentelor la o schimbare de coordonate (v. 1.5): 


oz dx ĝa’ ðy’ ðy’ ĝy’ 
Ape a "Pa a ar En i m Al o e dl e Rp mă 
ðx ôy ĝz z 
Xy =X a +X a +A ad =1 
ay > da a > 3 


Generalizarea teoremei lui Euler. Fie X un cîmp vectorial de clasă 
Co peo mulțime deschisă şi coneză D c R", n > 3. Dacă X este solenoidal, 
atunci pentru orice punct xp e D cu X (£) x 0 există o mulţime deschisă 
U c D care conţine pe xp şi n—1 cimpuri scalare fi, ..., n-a de clasă C° 
pe U astjel încît 


X|u = grad AX.: Xgrad fa. 


Demonstraţie. Există o vecinătate U, c D a lui sọ şi n—1 integrale 
prime funcţional independente ş,, ..., n-a: U, — R declasă 0*,iarorice 
altă integrală primă este o funcţie de clasă 0 de acestea. Deoarece orbitele 
lui X pe U, au ecuaţiile carteziene implicite g,(z) = 6i, .--5 9n-1 (2) = 
= Cap există g,: U, > R de clasă Co astfel încît X = g, grad gX... 
... X grad g„,-ı pe U,. Relația div (grad g,x... Xgrad g„,-ı) = 0 implică 
div X = (grad g, grad 9,x... Xgrad g„_.) și deci condiția ca X să fie 
solenoidal este echivalentă cu dependența funcțională a cimpurilor 
scalare gi, ..., n-a» Jne Deci există o vecinătate U c U, a lui æo astfel 
încît g,|y este o funcție de clasă 0* de g,,..., acu, adică ga |U este o 
integrală primă. 

Considerăm un difeomorfism local de clasă 0% care face trecerea de 
la integralele prime g,, . . .,Jn-ı la integralele prime fı = fy (gi - - -3 ae: 
2 s fa-1=fa -191 - - -3 9a-1) PE O vecinătate a punctului (g(®o), - -y ga- 1(20)). 
i-ai ii locală cu g, = gi (fis << faza <- -3 Daca Daca fu «e 0 fn). 

unci 


K = Galga ra aih e Daaa) 
Fixind pe fı, -.-, fa-ı prin condiția 


D(f, h i Ja) 
Dlgis = 5 Jaa) 


Dig n211 9a) grad, x ne XBTadfa a. 


D( fis -3 fa-1) 


= Palis - - -3 Ja) 
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obţinem reprezentarea. 


X | = grad î,X... Xgrad fa_a- 


Exemplu. Fie cimpul vectorial solenoidal X = (x? — y*)(yz, zx, xy). Orbitele lui X sint 
descrise de ecuaţiile carteziene implicite r? — y? = cp 22 — 22 = e. Deci q = 2? — y’, f = 


2 


= x? — 2 și din X = ga grad gx grad g, rezultă g = q /4. Punind fi = 4218, fa = ga găsim 
2 
X = grad fix grad [,. Evident, putem lua fy = ks + += + f ṣi atunci X = grad fy x 


grad fy. 
3.3. Conjectura lui Sabba Ștefănescu 


Liniile cîmpurilor magnetice (cîmpuri solenoidale) determinate de 
unele circuite electrice filiforme (circuit filiform de două ori cotit, triunghi 
de curenţi rectilinii, poligoane regulate de curenţi rectilinii, dicurent direc- 
tiliniu strimb, dreptunghi centrat de curenţi rectilinii egali, paralelo- 
gram centrat de curenţi rectilinii egali etc.) au fost găsite de acad. Sabba 
Ștefănescu prin tehnici elementare ingenioase [51]. Cu această ocazie 
s-au făcut următoarele observaţii : 

— există linii de cîmp magnetic deschise, 

— pentru modelele analizate, liniile de cîmp magnetic sînt descrise 
cu ajutorul unor integrale prime, 

— în toate cazurile studiate, printre integralele prime găsite se află 
cel puţin una care este funcţie raţională. 

Pentru exemplificare considerăm trei cazuri în care cîmpul magnetic 
derivă dintr-un potenţial, ipoteză ce susţine faptul că liniile de cîmp sint 
deschise (v. 5.1) şi un caz în care cîmpul magnetic este rotaţional.În fiecare 
caz dăm integrala primă raţională. 

Deoarece raţionamentele matematice se fac în [R?, cunoasterea unei 
integrale prime reduce găsirea liniilor de cîmp la determinarea soluţiei 
generale a unei ecuaţii diferențiale de ordinul întîi. 


1) Cazul unui dicurent directiliniu strîmb (fig. 3.10). Potenţialul 
magnetic al dicurentului directiliniu strimb are expresia 


falz, 4, 2) = (£4 — a2))(9p2-+-22), (y, 2) # (0,0), 


(cîmp scalar armonic) şi deci H = 
= grad fa(z, y, 2). Sistemul care dă 
liniile de cîmp ale lui H admite 
integrala primă raţională 


p(X, Y, 2) = 
__ (sz + ay}? + z(a? + y?) 


Fig. 3.10 (2 + 22 


deoarece se verifică Duo = 0. Mulţimile de nivel constant (7, y, 2) = o 
sînt suprafeţe riglate cu axa Ox ca axă de simetrie, 
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2) Cazul a doi curenți electrici rectilinii egali. Potenţialul magnetic 
al ansamblului celor doi curenţi este 


zf — 2 
feat, y, 2) = arctg 2172 q arctg 2 Et 
y—b y+b 
Orbitele lui H = grad fu sînt conţinute în 
mulțimile de nivel constant 
[oii + gt tr 20 A r Aa] 
[lep — ay)? +y — dlee + ey) +y + b)’ 


= 0, 


4y £ —b,y +b. 


N 


Q 


care se dovedesc a fi suprafeţe riglate cu Ov, 
Oy, Oz ca axe de simetrie. 


3), Cazul a patru curenți electrici liniari de 
aceeaşi intensitate, situaţi. în perechi în două 
plane paralele (fig. 3.11). În acest caz cîmpul 
magnetic H derivă din potenţialul Fig. 3.11 


fane, Y, py = arctg ME arctg =y + yu 


harp... 


+ 


z+h 


-= arctg — Se — arctg 2 tyu 


— a 
2 2 — 


definit pentru z # —h, z # h. Sistemul care dă liniile de cimp ale lui 
H admite integrala primă 
a 2) m2 2202 2a 2)]2 
plz, pjaga LI n) EEP EEEE E 
DiD} DDI 
unde 
Di = (2 + h} + P ay + yu)’, Di =(2 — h)? +(— ey + yy)’ 
D} = (z+ h) + ay + yu)’, D; =—(2 — h)? + (y + yu). 
4) Cazul unui dreptnghi centrat de curenți recti- 


linii egali (fig. 3.12). Cimpul magnetic H al între- 
gului sistem de curenți are componentele 


= y 


PEETRE 

V EOIN = NNE OE. SEEE 
Fig. 3.12 y? + (z + b) y? +(2 — b} 

2+b z—b apa z—a 


pe pare yata grea) 
De aici se observă că H este un cîmp vectorial rotaţional. 
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Orbitele lui H sînt conţinute în mulțimile de nivel constant ale funcţiei 


iz — mai A (L — m)y? + 22 — am (m—1)]? s 
iy +e + bP Hie — yla + aly Hae a] 
Rezultatele obținute în legătură cu liniile de cîmp magnetic l-au deter- 
minat pe Sabba Ştefănescu să formuleze următoarea conjectură : sistemu 1 


care dă liniile de cimp magnetic al unui circuit electric filiform admite o 
integrală primă ratională. 


ẹ(%, y, 2) = 


3.4. Linii de cimp ale cimpurilor vectoriale liniare 


Un cimp vectorial X = (X,, ..., Xa) pe IR” se numeşte liniar dacă 
toate componentele X, sînt funcţii liniare pe [R”, adică X; = 3, ar, 


j=l 
i = 1, ..., n, unde æy sînt n? numere reale date. Un cimp vectorial care 
nu este liniar se numeşte nelintar. Un cîmp vectorial liniar este : 


1) potențial, dacă a; = a; (potențialul este o formă pătratică cu 
coeficienții a); 

2) solenoidal, dacă au + .-- + Am = 0; 

3) armonic, dacă a; = An, Gu H... F anm = 0; 

4) Killing, dacă ay = — aj; 

5) omotetic, dacă a, + ai; = Vă, Y = const 40. 

Croşetul a două cîmpuri vectoriale liniare Av şi Bz este cîmpul vec- 
torial liniar [Az, Bz] = DısBæ — Dg:Ax = (BA — AB)a. De aceea mul- 
timea cîmpurilor vectoriale liniare pe R” este o algebră Lie de dimensiune 


n? (dimensiunea spațiului vectorial real al matricelor pătratice reale de 
ordinul n). 


Liniile de cîmp ale unui cîmp vectorial liniar sînt soluțiile sistemului 
diferențial liniar omogen cu coeficienți constanţi 


dt x n 
—— my agp, E lanahi 
dt 2 iii , ? 

Utilizind notații matriceale A = [æy], 2 = [tu .-.; Zn], obţinem 
transcrierea 

dz/dt = Av. (5) 

Punctele de echilibru ale sistemului diferențial (5) sint generate de solu- 
ţiile sistemului algebric liniar omogen Av = 0. 


Liniile de cîmp ale cîmpului vectorial liniar Av pot fi găsite sub formă 
explicită cu ajutorul matricei exponențiale 


ea = Şi (tA)'jn!,te R, 


n=0 


care este o funcție analitică. 
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Teoremă. Linia de cîmp a lui Ax care trece prin punctul xy la mo- 
meniul ty este dejinilă prin 


ælt) = eli-td4a, tel. 
Demonstraţie. Deoarece 
Ax/dt = Aei!-t042, = Ag, alt) = elity = £o 
, A : da 
funcţia dată este o soluţie a problemei ri = Ag, wh) = ty 
Această soluție este unică, în baza teoremei de unicitate [1, 25, 36]. 


'Pinind seama de faptul că matricea exponențială este nesingulară, 
mulțimea {æ(t) = el'—tw1a |£) e R”} este un spațiu vectorial izomorf cu R”. 


—1 2 2 
Aplicatia 3.8. Să se determine linia de cimp a lui Ax, A = 2 2 2 |, care 
—3 —6 —6 
trece prin punctul (— 1, 2, 0) la momentul / = 0. 
Rezolvare. Ecuația caracteristică det(A — 11) = 0 are soluţiile 73 = —3, dn = —2 
ħa = 0. Vectorii proprii corespunzători sint 
é& = t[1, 0, —1], ez = t[2, —1, 0], es = 210,1, —1]- 
Matricea vectorilor proprii 
1 2 0 
S= 0 —1 1 
—1 0 —1 
este matricea diagonalizatoare pentru A, adică 
—3 0 0 
D= SIAS= 0 —2 0 
0 0 0 s 
Obţinem 
—3e63t +2072 
a(l) = SetDS-12(0) = | —e-2 +3 
3eât —3 
sau explicit x (i) = —3e7 3t + 2e72t, x (i) = 3 — et, x (t) = 3e3t — 3, te R. 
Observaţie. Fie c ='[ċs...s ĉn] un vector constant arbitrar. Soluţia z(t) = etic 


t ER a sistemului (5) se numeşte :olufie generc là. Din ea se obţine orice altă soluție prin parti- 
cularizarea lui c. 

Calcularea matricei exponențiale este destul de dificilă şi uneori face 
apel la tehnici speciale. Pentru găsirea soluției generale a sistemului liniar 
omogen cu coeficienți constanți se poate proceda în felul următor. Prin 
calcul direct se observă că æ(t) = het, h fiind vector coloană cu coordonate 
constante , te R, este o soluţie a sistemului liniar omogen cu coeficienți 
constanţi dacă și numai dacă h este un vector propriu, iar à este valoarea 
proprie corespunzătoare a matricei A în C. Implicit soluţiile se caută 
de fapt în complexificatul spaţiului vectorial C*(IR). 
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Cazul 1. Să presupunem că valorile proprii >, ..., An ale matricei 
A sînt diferite şi că hı, ..., An sint vectorii proprii corespunzători. Aces- 
tora le corespund soluţiile liniar independente 
Tr = het, t eR, k = 1; eeehe 


Deci soluția generală a sistemului diferențial este 


PB = hly H -e F Only 


Evident unele ^+ pot fi complexe şi se grupează în perechi. În acest caz, 
partea reală sau partea imaginară din æ sînt soluţii generale reale. 

Practice. Se determină rădăcinile ecuației caracteristice ataşate ma- 
tricei A. În ipoteza că acestea sînt simple se caută soluţii de forma z(t) = 
= het, te R, unde h este un vector coloană real sau complex după cum este 
1. Dacă à este un număr complex, nu este necesară utilizarea rădăcinii 
complex conjugate. 

e 
g m Ar A 5 
L y 


Valorile proprii ale matricei A sint 1, = 1 + i. De aceea se caută soluții de forma 


ib 
xð = dă Jan, 
c-- id 


care se introduc în sistem ; se găsesc b = c, a = —d. Astfel 


a +ib n 
a = | | e(l +i 
b — ia 


este soluția generală. Evident Rez(/) sau Imx(ż) este soluția genera lă reală a sistemului. 


Exemplu, Fie sistemul 


Cazul 2. Să presupunem că ecuația caracteristică posedă o valoare 
proprie à multiplă de ordinul m şi că h , ..., hm Sint vectorii atașați lui A 
astfel încit 


Ah, = Ah, Ahg = Aha + hi n Ah = Ahm + hni 
Construim funcțiile vectoriale 


-1 j-2 


t pa ; 
PAD = Za tga Tt sate gg ] = d ee M. 


Să arătăm că funcțiile vectoriale definite prin z;(î) = Pt) e, t e R, 
sînt soluții ale sistemului omogen. Mai întîi observăm că 


dP, 
dt 


= Pin AP, = AP; + Pup J= o... m. 


w 


Introducind pe v; în 


= Az, obținem o identitate. 


Astfel unei valori proprii multiple de ordinul m pentru care 
există vectorii hı, ..., hm îi corespund m soluţii liniar „independente 
de tipul precedent. Partea din soluţia generală corespunzătoare acestor 
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soluţii este de forma s(t) = P(t) e,t e [R unde P(t) este o matrice coloană 
de polinoame de gradul m — 1. 


Practic. Dacă 1 este o valoare proprie multiplă de ordinul m, atunci 
se încearcă o soluţie de tipul æ(t) = P(t) e, t e [R unde P(t) este o matrice 
coloană ale cărei elemente sînt polinoame de gradul m—1, cu coeficienţi 
reali sau complecși după cum este A. 

Dacă soluţia generală găsită este complexă, atunci se separă partea 
reală sau partea imaginară care sînt soluţii generale reale. 


Exemplu. Sistemului 


2 
i: a 2 dp = 23 + Ty ia Tt ta 

i se atașează matricea 

o 11 

Ai 0 1 

1 3 "0 

care admite valorile proprii ?, = 2, hs; = —1. 
Pentru 1, = 2 căutăm x, = ae", x, = beti, za = ce? Introducină în sistem, rezultă 

a= b = c = ce. Pentru dp = —1 căutăm r = (ut + Bet, za = (at + Boet, 


Za = (æt + Ba)et. Înlocuind în sistem, găsim o, = a, = a, = 0, fi = Cp Bo = Ca Bs = — 
— (ea + 6,3). Soluția generală a sistemului este 


1 1 0 
z=4ġ] 1] ta] Olea 1 je. 
1 2 


1 —1 
Observaţie. Dacă rang[a;;] = p, atunci sistemul diferenţial liniar omogen cu coe- 
ficienți constanţi 


i 3, AijTjs Î= | sc.» 


admite n — p integrale prime liniare. Într-adevăr, se observă că 


n az, n n 
£ A = X (5 cae, = 0 


j=1 \i=1 


dacă și numai dacă £ aijhs = 0. Acest sistem algebric admite n — p soluții nenule Ws a = 
= 
= 1,... n— p, şi integralele prime sînt 


fata) = Y, Xa 
1=1 


3.5. Metoda Runge-Kutta 


Raţionamentele prezentate în 3.4 arată că liniile de cîmp ale cîmpu- 
rilor vectoriale liniare se explicitează întotdeauna prin cvasipolinoame 
iar raţionamentele din 3.2, 3.3 arată că există cîmpuri vectoriale ale 
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căror linii de cîmp se pot explicita prin ecuaţii carteziene implicite atasate 
integralelor prime. În general însă explicitarea exactă a liniilor de cimp 
nu este posibilă şi de aceea facem apel la aproximări. 

Fie X = (A, ... A) un cîmp vectorial de clasă C! pe D c R” şi 
sistemul autonom 


dz; p : 
wa Xæ), i= 1,.. e3; 
care dă liniile de cîmp ale Ini X. Problema Cauchy 
da r 
FT = X(x), 2 (to) = 2o 


are o soluție unică i — æ(t), t e I, întrucît se verifică condițiile din teorema 
de existenţă şi unicitate. Găsirea soluției exacte t — x(t) este posibilă numai 
în unele cazuri particulare. În general nu dispunem decit de metode care 
dau aproximări ale soluției exacte. Un exemplu este metoda Runge-Kutta 
care funcționează în ipoteza că X este cel puţin de clasă 02. 

Fie h>0 un pas de integrare fixat, fie formula Taylor 


a(t + K) = a(t) + hai) + z z(t) + oh) 
sau i 
z(t + h) = a(t) AX (a(t) P X'(a(0)(X(a(0))--o (h?) 


si | 
kı = hX(1), ka == hX(% Es Nola) 


ky = hX (2 + rski + daoka), ky = h X(x% + dul tHg Ba + Msh, 
în care 2; sint constante deocamdată nedeterminate (prin X’ înțelegem 
matricea jacobian a lui X). 


Ideea Runge-Kutta constă în a determina parametrii A ṣi a. astfel 

încît coeficienții puterilor lui k, din expresia lui æ(t + h) şi din suma e + 
s 

+ E aiki, Să coincidă pină la puteri cît mai mari, adică să putem adopta 
i=l 


aproximarea 


alt + h) = ælt) + y aik. 


i=l 


Pentru simplificare vom efectua calculele în cazul s = 2. Tinind seama 
de formula Taylor, găsim 


ky = BX) + Aaa X (a) (e) + E X (a)n, ki) + o i) = 
= BX(2) + h? Ma X(0)(X(0)) + en X(2(X(2), Xa) + olt), 
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unde k, = h X(x). Atunci 
+ aki + azk = 2 + hlar + a2)X(2) + hagra X’ (æ) X(%)) + 


haz ha 


X” (a) X(æ), X(a)) + o(h4). 


Comparînd cu expresia lui a(t + h), din egalitatea coeficienţilor lui k și 
h? obţinem a, + az = 1, asha = 1/2. Notind a, = à, găsim o, = 1—, 
az=, da=1/(21). Rezultă sistemul cu diferenţe finite 
DE = a$ + (1 — ORF àk, k = 0,1, ..., M. 

unde 

To = Do ki = AX (x), ka= x(a; + 5 t), care aproximează pe d' = 
= X(e) cu o precizie pînă la termenii de gradul doi, inclusiv, în raport 
cu h. Acest sistem a fost obținut prin fixarea unei diviziuni tọ, h = to +h, 
ta = to + 2h, ..., ta = tọ + nh a intervalului [t, T] pe care este definită 


funcția necunoscută z şi s} = æ (tx). 
Un caz care măreşte precizia este s = 4 cînd 


s s 1 
aisi = to Da + (ka + ka) + kal, E= O, Leea n. 


gi 
kı = hX(a}), ky = hX(a} + kı/2), ka = hX(a} + ha]2) 


k, = hX (æ; + ka). 
Pentru h — 0 soluția aproximativă tabelată 


t | t t A 


x(t) | alt) =To 2(i)=3; z(t)=2; 


converge către soluția exactă a problemei Cauchy = = X(2), (to) =Z 


De regulă, soluția aproximativă se determină cu ajutorul calculatorului 
şi nu manual, cum procedăm cu exerciţiile aranjate de autori pentru nevoi 
metodologice. 
În încheiere reproducem calculele pentru cazul X (æ, y) = (254+ y, 
dz d 
—s + 99), FT iuli = — æ+ y’, a0) = s = 1, y(0) = y = 
= —1, te[0;0,1], h = 0,01 conform ultimelor formule. Succesiv 
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găsim 
(£o Yo) = (L; —1), kı = hX (£o Yo) = 0, 1(0 ; —2) = 


k 
= (0; —0,2)}, (ao) +- = (L; —1) + (0; —02) = (1; —1,2); 
k, = AX (03 Yo) + T) OA (= 0,2; —2,7) = (0,02; —027), 
ka 
(2o yo) + = (L; —1) + (—0,01; —0,13) = (0,99; —1,13), 
ka 
ky = ax( (Zo, yo) +12 )= 0,1 (—0,16; —2,43) = 


a(—0,02; —0,24), (o Yo) + ka = (1, —1) + (—0,02; —0,24) = 
=(0,98; —1,24), ka = AX((do Y) + Ka) =0,1 (—0,3; —2,88) = 


ap 
=(—0,03 ; —0,29), (21, Y1) = (£o, Yo) + qr -+ 2k; + 2k; + ki) = 


= (1; —1)4+ — [(0; —0,2) + 2(—0,02 ; —0,27) + 2(—0,02 ; —0,24) + 


1 
6 
+ (—0,03 ;—0,29)]= (1; —1)+ — (—0,11 ; —1,51) = (0,98 ; —1,25). 


3.6. Completitudinea cîmpurilor vectoriale 


Un cimp vectorial X de clasă 01, pe o mulțime deschisă şi conexă 
D c IR", cu proprietatea că pentru teacare v e D linia de cîmp max imală 
a lui X prin v, are domeniul de definiție egal cu [R se numeşte complet. 

Întrucît reparametrizările prin translaţii sint admise, în cele ce ur- 
mează simpliticăm expunerea considerind că linia de cîmp trece prin punctul 
dp la momentul t = 0. 


Exemple. 1) Orice cimp vectorial liniar este complet. De 
exemplu cimpul vectorial X = (x, y) pe Rè? admite liniile de cimp 
a(t) = (pet, yoet), (2o yY3)E R?, definite pe R; zeroul (0,0) al lui X ge - 
Xpo)  nerează punctul de echilibru (fig. 3.13). 
Î—_————.—————— În particular, cimpurile vectoriale Killing sint complete. 


2) Un cimp vectorial cu toate linile de cimp închise este complet. 
3) Cimpurile vectoriale X = (y, 0), Y = (0, z2/2) sint complete 
i dar croșetul [X, Y] nu este complet. 
Fig .3.13 4) Cimpurile vectoriale newtoniene și cimpurile vectoriale elec- 


trostatice, cu simetrie sferică, sint complete (v. 3.1). 
Completţitudinea cîmpurilor vectoriale poate fi caracterizată prin 
oricare dintre următoarele două teoreme. 
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Teoremă. Un cîmp vectorial X de clasă C! pe o mulțime deschisă şi 
conexă D c R”este complet dacă și numai dacă există o vecinătate I a lui 0 
în [R astjel încât Jiecare linie de cîmp mazimală a lui X să jie definită pe I. 


Demonstrație. Necesitatea fiind evidentă, rămîne să dovedim sufi- 
ciența. Presupunem că există o mulțimea Z deschisă în [R cu proprietatea 
specificată şi notăm cu [— s, e], € > 0, un interval închis din {Z şi cu J (æ) 
domeniul de definiţie (interval deschis) al liniei de cimp maximale ax, 
a lui X prin 4. Prin ipoteză [— <, £] este inclus în domeniile de definiţie 
ale tuturor liniilor de cîmp maximale. 

Procedăm prin reducere la absurd. Presupunem că există pe D 
astfel încît J(29) Æ IR, fapt ce implică existența numărului sup J (£) = b 
sau a numărului int J(x,) = a. Fie sup J(£ọ) = b; linia de cîmp prin 2, 
= w (b — £) are domeniul de definiţie +(z,) egal cu translația mulțimii 
deschise J (x) prin —(b — e) şi deci J (2,) nu conţine pe [— <c, 2]; contra- 
dicție. Fie inf J(x,) = a; linia de cîmp prin s, = as, (a + c)are domeniul 
de definiție J(x,) egal cu translația mulțimii deschise J (xo) prin —(a@-+ €) 
şi deci J(x,) nu conține pe [— s, e]; contradicție. 


Teoremă. Un cîmp vectorial X de clasă C! pe o mulţime deschisă și 
coneză D c [R” este complet dacă și numai dacă pentru orice linie de cîmp 
a:I — D a lui X există o mulțime compactă K (care depinde de linia de 
cîmp) astfel încît, pentru orice e > 0, cu (—e, £) c I, imaginea a (—e,s) 
să rămână în K. 


Demonstraţie. Necesitatea fiind evidentă, rămîne să dovedim sufi- 
cienţa. Fie «:1 — D linia de cimp maximală care trece prin punctul 
o la momentul tọ = 0 şi care are proprietatea că a(—e, e) este inclusă 
într-un compact K pentru Ye>0 cu (—e, e)a I. Deoarece X este o 
funcție continuă, restricția lui ||X|| la K este mărginită. 


Să arătăm că T = sup(el(—e, £)c I} este œo. Pentru aceasta 
procedăm prin reducere la absurd. Presupunem că T este finit și ţinem 
t 


seama că alt) = £o +| X(a(s))ds te[0, T). Rezultă |jæ(t) — a(t”) | < 
< elt — t'I Yt, t'e [0, T). De aceea Hun a(t) există (prin criteriul 
Cauchy ) şi aparţine lui K, iar lia (t) există în baza legăturii £ = X(x). În 
consecință, restricția lui « la [0, T] este o soluție pentru = = X(9). 


Considerăm linia de cîmp ß:J = D care trece prin punctul lim g(t) 
IAT 


la momentul T e int J. Teorema de existenţă şi unicitate arată că B coincide 
cu « pentru te |[0, 7]n J. Aceasta impune că g poate fi prelungită la 
dreapta lui T. Analog se arată că œ poate fi prelungită la stinga lui — T, 
ceea ce contrazice definiția lui T. 


Observaţie. Această teoremă a fost formulată și demonstrată de Şerban Bolintineanu 
după un enunț ambiguu din [24] atribuit lui Hartman [26]. 
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Consecințe. 1) Dacă sistemul dijerențial dælt = X(x) admite o integrală 
primă globală ale cărei mulțimi de nivel constant sînt compacte, atunci cimpul 
vectorial X este complet. 

2) Dacă închiderea mulţimii {x e D| X(z) 1 0) c D este compactă, 
atunci cîmpul vectorial X este complet. 

Demonstraţie. 2) Orice linie de cîmp care intersectează mulţimea 
precizată în enunţ este în întregime conținută în această mulţime. În 
caz contrar linia de cîmp se reduce la un punct de echilibru. 

Să dăm acum alte condiţii suficiente pentru completitudinea unor 
cîmpuri vectoriale. 


Teoremă [24]. Pie X un cîmp vectorial de clasă C! pe o mulţime deschisă 
și coneză D c R”. Dacă există o funcţie g: D — R de clasă C, o Junche 
proprie h : D — R de clasă O° şi constantele A, B asijel încât 


|Dxg(2)| < Alg(a)|, lh(2)) < Blg(x)|, Yæ eD, 
atunci cîmpul vectorial X este complet. 


Demonstraţie. Precizăm că funcția h este proprie dacă h~! (compact) = 
compact. 
Fie a(t),te(—s, £) o linie de cîmp a lui X. Notind'e(t)= g(a(t)), 


te(—e, e£), §iținîind seama de relația D ș(+,(1)) = 2 g(a(t)), prima ipoteză 
inegalitate implică 


- e(t) 


d 
F < le(t)|, vte (— e, £), 


sau în detaliu 


d A 
—Ag(0) sign p(t) < -> olt) < A g(t) sign g(t), vre (—e, e), 


unde 
—1 pentru u < 0, 


sign u = 0 pentru u = 0, 
1 pentru u > 0. 
; a ceara ua AE dọ i 
Funcția ||: (— s, e) > R este derivabilă şi A le(t)| = “e (t) sign e(t). 


Într-adevăr, funcţia ọ este de clasă C!, mulțimile {t|te(— s, e), 
t) >07 şi (tlte(—e, £), p(t) < 0} sint deschise, iar dacă It, e(—e, e) 


astfel încît ọ(t) = 0, atunci r (o) =0 şi, în consecință, funcția je] 
este derivabilă în punctul tp, avînd derivata nulă în acest punet. 
Fie te [0, e). Observăm că 


Ce-a et = eiA lati) + S? (o sizn şti) < 0, Wte 10, e) 
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Rezultă că funcţia y prin e-“jo(t)|, te[0, £), este decrescătoare şi 
deci e=*|ẹ(t)| < |ẹ(0)| sau le(t)] < e (0) e", te [0, e 
Fie te (— e, 0]. Ă observă că 


Z etlg (£)] = Al ()1 + t)! +20; sign +0)> 0, vte(—e, 0]. 


Rezultă că funcția definită prin e lol t)|, te (— e, 0] este crescătoare şi deci 
e^ |ọ(t)| < |ọ(0)| sau | et < |gl0)le-4%, te{—s, 0]. 

În concluzie, |o(î)! < | p(0) le^, Yte(—s, £), sau, altfel scris, 
|g(z())] < lg(e(0))| et”, is, e(— E, e e). De aici şi din a doua ipoteză inega- 
litate găsim | A(æ(t)) |< Blg(x(0))le+*, vte (—e, £). Deoarece h este proprie, 
punctele z(t) rămîn într-o mulțime compactă cînd f variază pe o vecinătate 
mărginită a lui 0 (pe care este definită o soluție). Conform teoremei prece- 
dente X este un cîmp vectorial complet. 

Fie X ui cimp vectorial de clasă 0! pe o mulțime deschisă şi conexă 
D c R", iar f: D = R un cîmp scalar de clasă 0!. Liniile de cîmp ale lui 
ÍX sînt reparametrizări ale liniilor de cimp ale lui X. Folosind teorema 
precedentă vom arăta că putem fixa pe f astfel încît să asigurăm pentru 
liniile de cîmp ale lui fX un parametru care să parcurgă toată mulțimea 
numerelor reale. 


Consecință. Pentru fiecare cîmp vectorial de clasă O! pe o mulţime 
deschisă şi conexă D c R” există un cîmp scalar ] : D — (0, œo) de clasă Ci 
astjel încît cîmpul vectorial j X să fie complet. 


Demonstraţie. Considerăm funcția proprie g:D —[l,00), g(x) = 
= 1+ È x, care este de clasă 0%, Cu ajutorul lui X şiallui g construim 


funcția’ F vA R care este strict pozitivă şi de clasă 0! pe D. 
Deoarece | D/xg(z)| = F(x) |Dxg(x)| < 1 < g(x), Yx e D, se aplică teorema 
precedentă cu] = gşiA = B = 1. În concluzie, fX este un cimp vectorial 
complet. 


Aplicația 3.9. 1) Fie X = (X, ..., Xn) un cimp vectorial omotetic (vezi 2.7) pe R” şi 
Te ai Hoss XP) energia atașată lui X. Definiţia cimpului vectorial omotetic implică 


c 
Dyf = Fi f, unde c = divX este o constantă. Dacă f: R” — R este o funcţie proprie, atunci 


teorema precedentă, cu g = h =.f, A =—2lel/n, B = 1i arată că X este un cimp vectorial 
complet. 


Observaţie. Energia cimpului vectorial Killing (z — y, x — Z, y — x) nu este o 
funcție proprie deoarece posedă mulțimi de nivel constant nemărginite. În concluzie, există 
cimpuri vectoriale omotetice ale căror energii nu sìnt funcții proprii. 


2) Fie X = (X, ..., Xn) un cimp vectorial torsional (vezi 2.9) pe DCR” și f =0,5(X2+- si 
„+ X5 energia atașată lui X. Energia f satisface Dyf = 2(a + (X, Y))f. Dacă f este proprie 
şi a + (X, Y) este mărginită pe D, atunci teorema precedentă, cu g = h = f, A = sup ja + 
(X, Y)|, B = 1, arată că X este un cimp vectorial complet. 
3) Ecuațiile Lorenz [34] 


dr i dy + dz Să 
— = — 07 A = — Tz + II — Į, — = Ty — 
di T îi aT d 
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sint o idealizare a ecuaţiilor de mișcare a unui fluid într-un strat de adincime uniformă cind 
diferența de temperatură dintre suprafață și fund este menţinută constantă. Variabila z este 
proporțională cu intensitatea mișcării convective, y este proporţională cu diferența de tempera- 
tură între curenţii ascendenți și descendenţi, iar semnele similare ale lui z și y indică faptul că 
fluidul cald se ridică, iar fluidul rece coboară. Variabila z este proporţională cu distorsiunea 
profilului temperaturii verticale de la liniaritate, o valoare pozitivă indicind că gradienţii cei 
mai puternici apar lingă frontiere. Constanta o = K-1v este numărul Prandtl, K este coefi- 
cientul de dilatare termală, v este viscozitatea, jar r este numărul Rayleigh. 

Cimpul vectorial X = (— ox + oy, — xz + r —y, xy — bz) este complet, adică solu- 
tiile sistemului Lorenz sint definite pe toată dreapta reală. Într-adevăr, este suficient să punem 
glz, y, 2) = x? + y? + 2, h(x, y, z) = g(x, y, z), B = 1, deoarece există o constantă pozitivă A 
astfel incit — A(x? + y? + 22) < Dyg = 2(— or? — y? — bz? + (0 + r)ay) < A(x? + y? + 22). 


3.7. Completitudinea cîmpurilor vectoriale hamiltoniene 


Un cîmp scalar H : R”>R, (x, y) > H(z, y), de clasă C?, se numește 
hamiltonian, iar cîmpul vectorial definit pe [R”” prin 


X = (X, Xar) X; = Hl Yo Xa = aH| ðt, i=1,.. -> 


se numeşte cîmp vectorial hamiltonian. Hamilton a fost primul care a arătat 
că funcții de tipul H și X joacă un rol esențial în descrierea unor fenomene 
ale lumii reale (v. 3.2). 

Dacă X este un cimp vectorial hamiltonian, atunci 


H H H . PH 
GERGEF dz;0yi ĝxðxj 0y:0y; 
rot X == E] div X == 0. 
H a EH H RH 
xð; : 0y:0y y ôx;ðy j dz;ây; 


Astfel, în general, X nu este irotaţional dar este solenoidal. 

Se ştie că sistemul diferenţial care dă liniile de cîmp ale unui cîmp 
vectorial hamiltonian admite pe H ca integrală primă globală (v. 3.2), 
iar una dintre teoremele din paragraful precedent arată că dacă mul- 
timile de nivel constant ale lui H sînt compacte, atunci cîmpul vectorial 
hamiltonian X este complet. 

Concretizăm expunerea în felul următor. Fie TIR” = (R2 fibratul 
tangent ataşat lui R”. Coordonatele locale în TR” sînt (£, y), unde s eR” 
şi y e TIR”. Un cîmp scalar V:1IR” — R de clasă C? va fi numit energie 
potențială pe R”. Cimpul scalar T:R” >R, T (s, y)= A Y yi se 

i=1 
numeşte energia cinetică ataşată structurii euclidiene a lui (R”, iar hamil- 
tonianul H : R” > R, H = T + V se mai numește şi energie totală pe [R™. 

Să dăm condiții suficiente pentru completitudinea cîmpului vectorial 
hamiltonian asociat energiei totale, diferite de cea menționată anterior. 


Teoremă. Fie H = T + V energia totală pe R™. Oîmpul vectorial 
hamiltonian X este complet dacă una dintre afirmaţiile următoare este ade- 
vărată : 

1) V este o functie proprie mărginită inferior (de exemplu FV > 0). 

2) V este o funcție mărginită inferior (de exemplu V > 0). 
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3) |lgrad Fi] este mărginită. 
4) llgrad V|| < const ||ọ ||, unde x > e (x) este o scufundare izometrică 
a lwi ([R”, òi) în (R, ag). 


Demonstratie. 1) Funcția H este proprie pe R”, deoarece V este proprie 
pe R" şi V > 0. Ea satisface relaţia DyH = 0, fiind o integrală primă a 
sistemului care dă liniile de cîmp (v. 3.2). Se aplică ultima teoremă din 
paragraful precedent cu g = h = H. 

Fie ọ: IR” — R"; p(£i, ---3 Za) = (Di; ---, Za 0) scufundarea izo- 
metrică canonică a lui ((R”, 3,) în (R*+, g). Spaţiul euclidian (R” este 
complet. De asemenea el este o subvarietate închisă o spaţiului euclidian 
[R"+!, deoarece este caracterizat prin ecuaţia £a; = 0. Rezultă că funcţia 
reală r? (x) = |p(2)]a = a2 + ... +2, @ = (2; - - -, Va) E R", este proprie. 
Această funcție satisface relațiile 


Li 


£ iYi 


1=1 


|Daraj = 2 < 2r(0)27y£, 


unde X este cîmpul vectorial hamiltonian asociat energiei totale. 

2) Pentru g = H + r? se verifică |Dxg| < 219|. Adăugăm h = 7r? 
sau b = g şi aplicăm ultima teoremă din paragraful precedent. 

3) + 4) Fie g = h = T 4+ r?]2. Găsim 


IDxT| = È yê” |< (272 graa Y| 
i=l 22%; 
și deci 
Dx) < (272 ja] ( +- (2 + A ja ji 
g leii 2 


Cu acestea 4) devine evidentă, iar pentru 3) este suficient să alegem 
o scufundare pentru care || ọ || să fie mărginită inferior de un număr strict 
pozitiv ; de exemplu ọ (4, -.-; La) = (Ziy <- -3 Zas 1) 

Cimpurile vectoriale hamiltoniene apar deseori din sistemele conser- 
vative. Prin sistem conservativ cu n grade de libertate se înțelege un sistem 
fizic descris de un sistem diferențial de ordinul doi de forma 


d?o 
Pr + grad V = 0, (6) 
unde £ = (24, ..., 24) ER , iar potențialul V : R” — [R areo clasă conve- 


nabilă. Notînd n = —y, acesta se transferă în spațiul fazelor (2, y) e R” 


într-un sistem hamiltonian, 


sh ” 
pue a — = d i4 H = — 2 y E 6’ 
di Y, at gra cu H(z, y) 5 Dot (2) (6°) 


Faptul că H este o integrală primă pentru (6') se traduce prin aceea 
că energia totală H a sistemului (6) se conservă. Ca o consecință apare 
faptul că dacă în momentui inițial energia totală era egală cu H, atunci 


6 — c. 594 81 


întreaga traiectorie a lui (6) este conținută în domeniul caracterizat prin 
V(x) < H (punctul v aparţine întotdeauna interiorului gropii de potențial). 

Observaţie [2]. Toate problemele ce s-au imaginat pină in prezent referitoare la 
sistemele conservative cu un grad de libertate au fost complet rezolvate. Nu se poale afirma 
același lucru despre sistemele conservative cu cel puţin două grade de libertate (în acest caz 
există incă probleme deschise). 


3.8. Curenţi şi teorema Liouville 


Fie X = (X, .. ., Xn) un cîmp vectorial de clasă 0% pe R”. Din fiecare 
punct « al lui [R” pleacă linia de cîmp maximală (unică) a, (t), tel (a), 
determinată de condițiile inițiale (0, x). Teorema de existență şi unicitate 
şi teorema de diferențiabilitate în raport cu condițiile inițiale (v. 3.1) arată 
că pentru fiecare xy e [R” există o vecinătate U, a lui æ în [R” şi o vecinătate 
I = (—s, £) a lui 0 în R astfel încît regula (t, 2) —> a(t) defineşte o funcție 
T:I x U, > R" de clasă Ce. (fig. 3.14). Funcţia parțială T“: U, > R”, 
T'(x) = «+(t) este implicit de clasă C% şi 7o(a) = zu, VxeU,. Tot teoreme 
din 3.1 arată că mulțimea {T*|teI} are proprietatea de grup T+: = 
= T" o 1* ori de cite ori membrul al doilea este bine definit. Deci T-t = 
= (Pr, adică T*: U > T'(U), U c U este un difeomorfism. 

Mulțimea de difeomorfisme (7'|te/, T':U — T'(U) se numeşte 
curent local pe U c R” sau grup local cu un parametru de difeomorfisme 
(transjormări) pe U generat de X, atributul local referindu-se la te I c R- 
Zerourile cimpului vectorial X sint punctele fixe ale curentului. 

Pentru ! dintr-o vecinătate a lui 0 putem scrie 


T'(z) = a + itX(x) + o(t?) 
sau De = Byk tX) + alt), 4 = 1, s.n 


Funcția definită prin 2 > a + t X(x) se numeşte transformare infin- 
nitezimală asociată lui X. Evident, aceasta este aproximarea liniară a 
lui 7* pentru t suficient de apropiat de 0. 


iu SSS à “d : 
Orice integrală primă a sistemului Ti = Lp), = e e cp By stă 


o funcţie invariantă față de curentul local x — 7*(2) generat de cîmpul 
vectorial X. Într-adevăr, ţinind seama de definiţia integralelor prime, se 
satisface condiţia de conservare 


a = fan dt erw 
—f(T'(x = 9 — (x = 5 4,(2)—— (x) = Dxf(x) = 0 
gro = 3 | = D o- a) = Dfa) 


(ce se întîmplă pentru t = 0 se întîmplă şi pen- 


A d 
pr tu t= feel, adică FATO = o). Detik 
z Fiia sea De) =A ero ME 


me S ià 

i Notăm cu D(0) o mulţime deschisă, conexă 

Fig. 3.14 şi mărginită din R” de volum 2(0), inclusă în 

domeniul de definiţie al lui 7*. Atunci D(t) = T'(D(0)) va avea volumul 
v(t). 
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Teorema lui Liouville. Functia t — v(t) are derivata 


TR PE | div Xdz,Vtel. 
at 
Dite) 


Demonstrație. Pornim de la egalitatea 


v(t) = | dg’ = | 
DÄ) Dio) 


(vezi schimbarea de variabile în integrala multiplă de ordinul n). Relaţiile 


£i = t + tă(2) + a(t), 


da, ðX a js 
= y + 1—— + olt), ij = 1, ..., n 
. tai az; VETI 
implică 
204| 1 + tătv X a 
Tj 


şi deci v(t) = | [1 + tdiv X + o(t?)] dæ. Prin derivare în t = 0 e I găsim 
a Di0) 

v 
TAA | div X da. Schimbarea lui 0 în e7 nu afectează egalitatea, 


240) 
mai precis 


dv 
— (t) = \ diy X dz. 
a zi o) 
Dita) 
Consecințe. 1) Dacă?div X = 0 (ađdi- 
că X este un cîmp solenoidal), atunci 
curentul local { T'| te I|} conservă volumul, adică v(t) = v(0), Yt e I (fig.3.15) 


Fig. 3.15 


Fig. 3.16 Fig. 3.17 


2) Dacă div X < 0, atunci curentul generat de X micșorează volu- 
mul (contractie v. fig. 3.16). 

3) Dacă div X > 0, atunci curentul local asociat lui X măreşte volumul 
(đilatație, v. fig. 3.17). 
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Observaţii. 1) Din teorema Liouville rezultă că divergența unui cimp vectorial 
definește viteza de contracție-dilatație a volumelor de către curentul local corespunzător. 


2) Curentul local generat de X micșorează volumul dacă şi numai dacă curentul local 
generat de — X măreşte volumul. 


PA > 


dz; ô X: 
3) Inversa matricei jacobian de elemente Tr = ĝ;y + t i + oy() este matricea de 
zi Xj 


Ox; 
i = 3 o t— + oi). 
dx; GES 


elemente 


4) Teorema Liouville are aplicaţii importante în mecanica statistică şi permite studiul 
sistemelor mecance prin metodele teoriei ergodice [13]. 


Să presupunem acum că X este un cimp vectorial (de clasă 0%) com- 
plet pe R”. Cu alte cuvinte, prin fiecare punct al lui [R” trece cite o linie 
de cimp maximală a lui X (şi numai una) care este definită pe întreaga 
axă reală (IR” apare ca reuniunea disjunetă a orbitelor lui X}. Notind cu 
a.(t) linia de cîmp derminată de condiţiile iniţiale (0, æ), regula æ — T'(s}= 
= az(t) defineşte un diteomorfism 7": R* — R” de clasă Co; în particular 
T(x) = a, Va e R". Proprietatea T+: = T'o T" = T*- T" arată că {T teii) 
este un grup comutativ. Grupul (7'|t e R} se numeşte curent global pe 
R” sau grup (global) cu un parametru de dijeomorjisme (transjormări) pe 
R” generat de X. 

Observaţii. 1) Mulțimea R” poate fi inlocuită cu orice submulțime deschisă și conexă. 

2) Dacă X este de clasă CP, p > 1, atunci difeomortismul 7! este de clasă CP(1]. 


3) Mulțimea difeomoriismelor (transformărilor) pe IR” este un grup în raport cu compune- 


rea funcţiilor. Funcţia parţială 4 — 7! (x) este un omomorfism de la grupul R la grupul transtor- 
mărilor lui R”. 


4) Fie f: R? — (0, 00). Liniile de cimp ale cimpurilor vectoriale coliniare X şi fX sint 
parametrizări diferite ale aceloraşi orbite. De aceea, fiind dat un cimp vectorial X, există un. 
cimp scalar f : IR” — (0, 00) astfel incit fX să genereze un curent global (v. și 3.6). 

5) O submulțime S a lui R? se numește mulțime (local) invarianiă față de curentul (local) 
global generat de cîmpul vectorial X dacă imaginea fiecărui punct din S este tot un punct din S. 


Aplicația 3.10. 1) Mişcarea unei particule încărcate intr-un cimp electromagnetic staționar. 
Fie cimpul electromagnetic pe R? dat de cimpul electric E(x) — (E(x), Exx), Ea(2)) 
și cimpul magnetic B(x) = (B,(x), B(x), B(2)), © = (£1, Xa, Za) ER?. Mişcarea în acest cimp 
a unei particule de masă m și sarcină q este descrisă de ecuaţia Lorentz, 


de ytri 
m— = YX 
dt 1 


dz 
unde v este cimpul vitezelor. Adăugind ecuaţia vectorială iei v, obţinem un sistem de ecuaţii 
în spaţiul fazelor R5=— (4, ta Za Dp Das D3)} şi anume sistemul care dă liniile de cimp ale 


cimpului vectorial X = [+ Lik +rx m») sau, in extenso, 
m 


q q q 
X= (o Uz, Vas — (E; + Da Ba — v3 Ba), — (Ea + DB — 0. B3), — (E; + 01 Ba — 5) A 
m m m 
Deoarece 


2%, AX X; 9X4 ðX; Xe 

TE AE A 3 as 
dz, GEH GEN ôv Ob o, 
curentul local generat de X conservă volumul. 


2) Cimpul magnetic staționar este descris de vectorul intensitate B(x) = (B(x), Ba(2), 
B;(2)), iar liniile magnetice de forță sint soluțiile sistemului 


dz 
dt 


= 0, 


= B; (x), i = $; 2 3: 
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Ecuația Maxwell, div B = 0, asigură faptul că curentul local generat de B conservă vo- 
lumul. 


3) Cimpul Biot-Savart (v. 2.3) este solenoidal. De aceea curentul local generat de el 
conservă volumul. 


4) Curentul local generat de un cimp vectorial hamiltonian conservă volumul. Într-ade- 
văr, pentru X = (As Xni), Xi = 0H/0u4 Xni = 0H]0z, i = 1,...,n, găsim div X = 


FH H : 3 5 4 
is >, -= + ——— |= 0, adică orice cimp hamiltonian este solenoidal. 
7 Oxidui Yid Xi 


5) Cimpul newtonian X = (X; -..s Xn) X(x) = mx;j(at +... + za pe este solenoidal 
pe R” N {0}. De asemenea el este complet. Rezultă că acest cimp generează un curent global 
pe IN {0} care conservă volumul. 


3.9. Curentul global generat de un cimp vectorial Killing sau afin 


Fie A = [a] o matrice antisimetrică şi X = (4, -.-, Xa), X(x) = 


” 
= Ý yX; + C, t= 1, ..., n, un cîmp vectorial Killing. Sistemul care 
j=1 


dz; s : . s 

dă liniile de cîmp este pa = 5 az; + e; şi are soluţia generală 
j=l 

pnl 


t t? ” n ) 
o= et [m + (ppt FD [mac na + )e] 
teR, 2o €R", c ='[e,, ---,Ca]. Rezultă curentul global pe R”, 


i E pri 

æ = ey + et] —I ——A +... + (1f ——— A" + ... |c 
ai iza 2! aii TET k 

Acest curent păstrează volumul, deoarece div X = urma A = 0. 


Curentul generat de cimpul vectorial Killing X,(x) = Y tytn i= 
j=l 

= 1, ..., n, adică x = eiy, t eR, y eR” este un grup uniparametric de 
rotații. Într-adevăr, matricea e4 este ortogonală şi are determinantul egal 
cu 1 [notînd operaţia de transpunere cu *, găsim (e4)* = e4" — e—4t, iar 
e—! este inversa lui e^ ; aceasta înseamnă că e^ este o matrice ortogonală 
şi deci det(e4:) = + 1, Yte R; dar e =I şi det I = +1; se obţine 
det(e4') = 1, Wte R]. 

Dacă A este nesingulară (rezultă că n este par), atunci curentul 
generat de cimpul Killing Az + ce se reduce la rototranslaţii, 


x = ety + Ate) — A”le. 


Dacă A este singulară şi Ac = 0, atunci curentul generat de cîmpul 
Killing Ax + c se reduce la 


g = ef(y + to). 


Un difeomorfism F : R” — (R” se numeşte izometrie dacă păstrează 
distanța euclidiană. 


Teoremă. Un cîmp vectorial X de clasă 0* pe R” este cîmp vectorial 
Killing dacă și numai dacă curentul generat de X constă din izometrii. 


Demonstraţie. Fie T'(x) = x + tX(x) + o(t?) curentul global generat 
de X. Este suficient să folosim condiția de conservare a produsului scalar 


(a T'(x)u, d7'(2)v) = (u, v) = const, 
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unde u și v sînt vectori arbitrari legaţi în punctul v e R”. Mai întîi, obser- 
văm că, 


£ (aTa, AT'(æ)v) lr- =A Alt ES o)" |: 


1 Lj=1 


$ (ate Ote] - 
šai px luă 


Dă 
=E fwo > za la) +2 ză Pi) a m] 


1=0 
= ( ra (2)4+ - a, T) Ujk 
jk k 


Condiţia de conservare a produsului scalar pe R”, 
0 = S (da T'(xju, a T'(æ)v)l:=0, V U, V, 


(ce se întimplă pentru t = 0 se întîmplă şi pentru t = t) este echivalentă 
xX oX 
e, E e T 
LA y 
Curentul global generat pe R” de cîmpul vectorial afin Ax + e (v. 2.8) 
este 


cu ecuațiile Killing 


æ = ely + ea d +... PE O a T -|e 
1! 2! (n+ 1)! 


teR, y eR”. 
Pentru teorema care urmează acceptăm următoarele definiții : 
1) o curbă regulată y:Z c R > R”, $ > y(s), se numeşte dreaptă 
dacă cîmpul vectorial tangent dy/ds este paralel, adică d?y/ds? = 0; 
2) un difeomorfism F : R” — [R* se numeşte transformare afină dacă 
F o y este o dreaptă pentru fiecare dreaptă y. 
Evident o izometrie este o transformare afină. 


Teoremă. Un cîmp vectorial X de clasă C” pe R" este un cîmp vectorial 
afin dacă și numai dacă curentul generat de X constă din transformări, 
afine. 

Demonstraţie. Pentru n > 2, fie y : R > R”, v(8) = (z,(9), ..., 2a(8)), 
o dreaptă oarecare (maximală), adică F = 0 şi T'(@) = @ + tX(2) + o(t?) 

8 
curentul global generat de X. Găsim 
d dy d2 dy dy 
— (Po y) = d T' [ — — (Po y) = T |, >] = 
ds ( Y) (e ) " as ( LU [e ? T) 
sa Srs 


= ~— (5) 


jk a k 


ab h 
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Rezultă 


d d? a2X 2 = 
e IDE a 20 = ae EEE za s s s 
F (Pele e O aa (0) a 


fapt ce arată că condiţia de conservare a E de dreaptă, 0 = 
d? doris e yaoa ai Tia 
-A T* o +) 20 (ce se întîmplă pentru t = 0 se întîmplă şi pentru 
t ds 


; îi 2Ă i 3 
t = în) este echivalentă cu ecuaţiile E a. & = 0, Air i Lp nea M 


pe R”. 
3.10. Curentul local generat de un cimp vectorial conform 


Fie cîmpul vectorial conform X = (Ă,, ..-, Xa), 


= 1 9 1 = 
Aa) = yaY Gt — T c Y zi + 


- Îl j=1 


" 
+ 3, Cit; + da Cy + Cu = — dp 3 =, n, 


j= 


ws 


pe R”, n > 2. În cazul n = 2, acesta este un cîmp vectorial conform parti- 
cular, cel mai general, identificîindu-se cu o funcție monogenă arbitrară 
pe C (v. 2.7). Notind ay = (Cy — cy)/2, avem transcrierea echivalent ă 


N tite să £ c 
Xa) = ga ea pe S ai + aa, + — t + di 
4 ji j=l 2 


Curentul global generat de cimpul vectorial paralel 
Y(x) = d constă din translații, © = td + y, te R, y € R*. 
Curentul global determinat de cimpul vectorial concurent 
Z(z) = x constă din dilatări, x = ety, te R, y €R”. 
Curentul global ataşat unui cimp vectorial Killing V(x) = Ax constă 
din rotații. 
Să găsim curentul local generat de cimpul vectorial 


. TE 
W =(W,, saug Mah i a aa Laya 
= 


j=l 


Forma lui W sugerează că liniile de cîmp ale lui W ar putea fi drepte 
reparametrizate, x; = 4; + b;s, unde s = s(t). Sistemul da,/dt = W(x) 


g 


: ds ue A : 
este satisfăcut pentru a; = 0, bi = Be, Er == pa g? As şi deci s= 
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4 ai 4 G 

= — ———— , adică r; = —— 
BES G t e’ 

sînt liniile de cîmp ale lui W. În concluzie, curentul local pe de W 


s E £ Dy Am BON 4 SE a app 


constă din inversiuni, e = — itzi iz 0, yer” {0 
Ur 

Deoarece mulţimea cimpurilor vectoriale conforme este o algebră 
Lie, iar Y,Z, V, W sînt liniar independente, curentul local generat de 
cimpul vectorial conform X = Y + Z+ V + W pe R”, n > 2, conţine 
izometrii, omotetii și inversiuni. 

Un diteomorfism local F : D c R” > R”, n> 2, se numeşte transfor- 
mare conformă a spaţiului euclidian R” dacă păstrează măsura unghiurilor. 

În cazul n > 3 domeniul de definiție al unei transformări conforme 
este de forma [R* NA, unde A = Ø sau A = (20) sau A este hiperplan sau 
hipersferă. Pentru n = 2, aceste tipuri de domenii sint doar cazuri parti- 
culare. 

Evident o izometrie este o transformare P e Curentul local 
generat de un cîmp vectorial conform pe [R”, n > 2, este o familie de 
transformări conforme. 


Teoremă. Un cîmp vectorial X de clasă C” pe R”, n> 2, este un cîmp 
vectorial conform dacă şi numai dacă curentul local generat de X constă 
din transformări conforme. 


Demonstraţie. Fie Ti(2) = æ +tX(x) + o(t?), t e I, curentul local gene- 
rat de X pe D c RR” ṣi u, v doi vectori nenuli arbitrari legați în punctul 
æ e D. Condiţia de conservare a măsurii unghiurilor cu virful în æ este 


COS a(t) — _(aT'(x)u, AT'(æ)v) y) = const. 
lawal aT (æ) ulv 


Observăm că 
d (a7i(z)a, dT!(x)v) | 


dt jaT(z)u) JA Tt(æ)v] lo 


d Ttz(u |] 1d Ti(2)v |] £ (aT!(z)a, ATt(x)v)— (dTt(x)u, ATt(2)v) Z | dTi(z)u In dTt(z>v || 


E —————— — 


lld Tt(x}u |}? || d 72) |? t=0 


3X;  0Xe 3X avi 3X; Jull 
Nuwi p a Joum vf > Da (Due + 2 Ja, RE nr) 


ale vi? 


ôx; i 2, 
hE a 22; 
condiția de conservare 0 =Š oos O(t) l= (ce se întîmplă pentru t= 0 


Notind 9, = şi presupunind că u şi v nu sînt ortogonali, 
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se întimplă şi pentru t = t) se traduce prin identitatea 


E Due Y, Dinu Y Dup 
TR l F3 1 


a ati A. 


Yi ÒU 2 > OFNI 2 2 OORU 
j,k j:k jk 


în u = (4, ..., Un), V = (Vi; -- -3 Vn). Această identitate are loc dacă şi 
numai dacă 


Ata. Bia 


= pòp 

Xy za, 
pe R”. (Suticienţa este evidentă. Necesitatea : se derivează identitatea în 
raport cu w, apoi rezultatul în raport cu v si se contractează t cu l.) 


3.11. Curentul local generat de un cimp vectorial proieetiv 


Mulțimea cîmpurilor vectoriale proiective pe R”, n > 2, este o alge- 
bră Lie (v. 2.8). De aceea curentul local generat pe R”, n> EX de cîmpul 
vectorial proiectiv X(x) = (c, sje + Ax +d, ze R”, conține curentul 
global generat de cîmpul vectorial afin Az + d (v. 3.9) şi curentul local 
generat de cîmpul vectorial proiectiv Y(æ) = (e, 2). 

Expresia (c, r)s sugerează că liniile de cîmp ale lui Tia) = (6, 2)e 


sint drepte reparametrizate = a + bs, s = s(t). Sistemul = Y(z) 


este satisfăcut pentru a = 0, b fiind arbitrar, “o (c, b)s?. Rezultă 


s= — DR "OSN şi deci g = e i b este vector arbitrar, 
(c, b)t + a (c, b)t + a 

a — număr arbitrar, iar e — vector fixat, (c, bjt + a # 0 sînt liniile de 

cimp ale lui Y = (e, 2). În concluzie, curentul local generat pe [R” de 


Y(2) = (e, ze este e = ——Y——, gia i 
(e, yt + 

Un difeomorfism local F: D c R” = R” se numeşte transformare 
proiectivă a spațiului euclidian R” dacă Fo este o reparametrizare a 
unei drepte pentru fiecare dreaptă y: I c R = D (v. 3.9). 

Domeniul de definiție al unei transformări proiective este de forma 
IR"NA, unde A = ØO sau A este hiperplan. 

Evident o transformare afină este proiectivă. Curentul local generat 
de un cîmp vectorial proiectiv este o familie de transformări proiective 
ale lui R”. 


Teoremă. Un cîmp vectorial X de clasă 0* pe R", n > 2, este cîmp 
vectorial proiectiv dacă gi numai dacă curentul local generat de X constă din 
transformări proiective. 
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Demonstrație. Fie T'(z) = æ + tX(s) + o(t?), teI, curentul local 
definit de X pe D şi y:I > D, (8) = (x(S); -.., £a($)) o dreaptă. Presu- 
punem că T'o y este o dreaptă reparametrizată prin $s = stu). Atunci 


d 
— (T'o os), = 47! — 

du ( rea) (z) ? 
dy dy ds 2 dy 3 dz 

— (to yo s a? T! | —- 47! = 
i pa] = ( ds ° ds KWo i ( ds Ia 
= ae (aTi (Te vesh (AP); (To rea) + 

du du 


2 ] 
p | „de uz na) 
du? | du 


şi condiţia de conservare a calităţii de dreaptă reparametrizată, 


4. - (Pro ~o s)=o (ce se întîmplă pentru t= 0 se întimplă și 


dt du? 
pentru t = tọ), se transcrie 


&X, do; dxi _ 
ZE N L z~ 
Fr xh Ca du du du 


Această relație tensorială trebuie să aibă loc oricare ar fi dv’ /du și de aceea 
ea este echivalentă cu 


22 A 
———— = rby t Gm bi, k= 1, cNn 


3.12. Cimpuri vectoriale ataşate grupurilor locale 
de difeomorfisme 


Fie D o mulțime deschisă din [R”. O familie de funcţii { 7", t e (— s, £)} 
definite pe D cu valori în R” se numeşte curent local pe D sau grup local cu 
un parametru de difeomorfisme pe D dacă satisface condițiile următoare : 

1) funcția 7: (—s, :)XD > R”, (t, x) = T'(x) este de clasă 0”; 

2) vte(—s, £), funcția T’: D = 7'(D) este difeomorfism ; 

3) Vi,se(—s, £) astfel încît t+ se(—es, =) şi T'(x)eD avem 
T'+*(z) = T'(T7*(a)), pentru orice æ eD. 

Atributul „local“ se referă la te(—e, e) c R. Dacă —(e, £) = R, 
atunci acest atribut se înlocuieşte cu „global“. De asemenea, din 3) rezultă, 
că T(x) = «pe D. 

Fiecărui grup local de diteomortisme {T"} i se ataşează viteza X = 


= 1 (0) care este un cîmp vectorial pe D c [R”. Să explicităm cimpurile 


vectoriale ataşate unor grupuri locale de difeomorfisme care prezintă o 
importanță mai deosebită. 


Fie grupul rototranslațiilor x = 5 Qilt PA y 0 = d detla, >=, 


j=t i=l 


pe [R". Presupunem qay = u(t), a = alt), te(—s, =) şi ay(0)= 


= Sın a40) = 0. Rezultă Ş a,(thau(t) = 8 şi deci 0 =F Aa (0)aua(0) + 


i=l sal 


ta 90)] = ca et aro] Art dlig 


i=l 


unde A; = a (0). De aceea z! = Ş ailt); + ad 
j=1 


= 5 Sho ) 2, + i (0), aceasta din urmă reprezentind cîmpul vectorial 
j=1 


X= (Xp <, Xa, X; = Ş Ayt; + An [Ay] fiind matrice antisimetrică, 
j=1 
Evident, X este un cîmp vectorial Killing. 


Considerăm acum grupul afin z; = 5 Qili + au det[a;;] #0 pe R”. 
j=1 
Presupunem Qi = a(t), A; = a(t), te (—s, g€) şi a;;(0) = di a(0) ='0; 
Rezultă SU = Cat (0), + + So) EET A CĂ E 
j=1 


d a 


= 5 At; + As unde Ay = Se (0), A; = ai 10) (cimp vectorial afin). 


i=l 


Grupul Lorentz este definit prin g; = £ itj det [any] #0, >) GiSuttu= 
j=1 iŻ=1 


= $ji, 54 = [ | a, B = 1, 2, 3. Presupunem a, = a(i),te(—e,e) 
0 daf 


4 
Şi au(0) = y. Din Y) My(t)Sirtalt) = sn găsim 


pt=t 
4 (da; da ` 
oF fa (Osatu (0) + a(0)su 04 0)) = E (Ata + sun), (e) 
ik=l dt ik=l 
m n îi Ă dz; + day 
notațiile finale fiind evidente. Deoarece ES (0)= 7 FA (0) z;, rezultă 
j=1 
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4 
cîmpul vectorial ataşat X = (X, Xz, Xs, X1), X: = ŞI Ayt, unde [A;;] 


j=l 
este o matrice pătrată de ordinul patru ale cărei elemente satisfac relația (+). 
Fie transformarea proiectivă 


n 
>Y at + a 


a, = =, det [aj] 7 0, 
£ bt; -+ b 
j=1 
definită pe regiunea D : 5 ba + b x Odin R”. 
j=l 


Compusa a două transformări proiective, transformarea identică și 
inversa (locală) a unei transformări proiective sint transformări proiective, 
pe domeniile respective de definiție. Cu toate acestea mulțimea tuturor 
transformărilor proiective ale [R” nu este un grup de transformări, deoarece 
intersecția domeniilor lor de definiție este mulțimea vidă. 

Presupunem a; = a;;(t), a: = &;(t), b; = b(t), b = k te(—s, £) și 


aul0) = ò: a(0) = 0, b; (0) = 0, b(0) = 1. Dorita € -= za = (= 
dt 


j=1 j=l 


PUVAKJI 


” da;; „da; 
[E a +0 || Si 0e + ao] 


È a (0); + a:(0) Er a (0); + sa z | 
— j=ì j=i1 a 
[$ ono] 
j=l 
” da;; da; * db, 
si Si —2 (0)ă, + —-10) =— a Boti 0 
E e (Oz + gi 00) aS ae 002 + „0]= 


= $ Aity t Ai + t ( 5 Bye + B ) notaţiile finale fiind evidente, re- 


j=1 j=1 
zultă cîmpul vectorial proiectiv 


X = (X; nn Xa) X: = Í (Ay + Bă)r+e, § Bt; + Ae 


j=1 
Gij | Gini Gio 
Fie matricea | Sns lanni anjo | şi transformarea conformă 


aoj Con “op 
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"n n 
Y, Aity F ina Şi + tio 


p= e det[a,;;] # 0, 
L dot; + aons J TF + Goo 
j=1 j=1 


n 
2 Y llia — Golni — Moan = 0, a = 0, 1,... n + 1;j=1,..., n3 


i=l 


n n 
~ a2 sud ea ais 
Ea — lyla = Pj =l, ch 2Y liolinyi— Coon ana on +ila+10> — P3 


i=l i=l 
n a ” 
2 2 sac 
pF ao — toola+10 = 0, Xi Aia — Montini = O. 
i=l i=l 


n LL] 
definită pe regiunea D: Y ao 2; + don $ TD F ao £ 0 din R”. 
j=1 j=1 

Compusa a două transformări conforme, transformarea identică gi 
inversa (locală) a unei transformări conforme sînt transformări conforme, 
pe domeniile respective de definiție. În ciuda acestui fapt mulțimea tutu- 
yor transformărilor conforme ale lui [R”® nu este un. grup de transformări, 
deoarece fiecare transformare conformă este definită pe o parte a lui R” 
şi intersecția acestor părți este mulțimea vidă. 

Presupunem 4; = y(t), Qin = mult, Qio = Gol, Antins 
= aayat) do = ojt), Con = o mul, ao = alt), te (—c, 2) şi 
AlO) = Sis, Qeal0) = 0, l0) = 0, aa+1,n+1(0) = 1, @y (0) = 9, dou (0)= 


n 
= 0, aoo(0) = 1. Ținind seama de relațiile Y) 44, — dona Gasrari = O, 
i=] 


si da ai y 
găsim — (0) = 0. Cu acestea rezultă cîmpul vectorial conform X = 


e i dg’ n s 
mz (X; ... sa A, =— (0) = E Aut + Ain pA m + Au Ea 
dt j=i j=l 
+ ti (5 Age + 4w), notațiile devenind evidente prin explicitarea 
j=1 
derivatei. 


3.13. Probleme propuse 


1. Să se determine un diteomortism local care îndreaptă cimpul 
vectorial X = (X,, Xa, As), X, =£ — y +2, X, = 2y —2, X; = 2 Şİ să 
se controleze rezultatul găsit prin calcul direct. 

tty  , (pos 


R z= 5 y'= ~; 7 = hizi z+ 0. 


2 
2 


z z 
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2. Pentru fiecare din cimpurile vectoriale următoare să se determine 
liniile de cimp prin metoda integralelor prime şi să se fixeze un difeo- 
morfism local de îndreptare. 


1) V = azi + (2% — y)j — a?k, 4) V = zzi + yz j — (x? + y?)k, 
2) V = æ?(y + zji — g2(2 + æj + 5) V = (y — zji + (z — s)j + 
+ 229 — v)k, + (2 — y)k, 
3) V = yi + wyzej + ey?zk, 6) V = z(y — zji — y(s — z2) 
j + elx — y)k. 


Indicaţie. 1) 2? + 2 =cp (£ — y) =c; 2) Uz = ep YZ + 22 — 2y = cty; 
3) pt — Z= ep c g es 4) ame TH Im ea 5) THM e 
g -4 y+ z= c; 6) Z= ty t+ yii 
3. (Continuare). Aceeaşi problemă pentru cîmpurile vectoriale : 
1) V = (x? — y? —22i + 2ayj + 222 k, 
2) V = si + yj + (e + Var grek, 
3) V = (x — yji + (æ + y)) + 2k, 
4) V = y(2 + y — a(x + y)j + (x — y2 + 2y + 2) k, 
5) V = si + yj + (2 — x? — y’)k, 
6) V= yi +j + 2ay a? — z7 — 22 k, 
T) V = (22 — yzji + (y? — zx)j + (2? — 2y)k, 
8) V = (xy — 222)i + (4æ2 — y2)j + (yz — 2x°)k. 


Indicaţie. 1) y = o7 2 + y+ == 2 e 2) Ut, r= CETE 


j = = —— <: 4) è + Y = cy (x + y+ yt J= e; 


1 : TE 
5) y = Q; 2+ r? 4 y? = tax; 6) 2 —y = z Eran 5 + ca; 


7) 2 — yu — 2, zy + yr+ re = eg; B) 724 ay = ep 2 yz = ca: 


4. Să se determine cîmpurile vectoriale ale căror orbite sînt respectiv : 


$ BNE 
1) 2? — Y2 = 6, 2)? + — = Cu 3) a + aresin Y- = cy 


j 1 ME 
yY? — 28 = 0z; le a d Îi ie BERD == Ey 
z 
indicație X = hsrad f X grad g. 
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5. Să se rezolve sistemele diferenţiale liniare g’ = As în fiecare din 
cazurile următoare : 


3 —1 1 1 2 a z 
1) á= l2 vali 8(0)= ff; 4) A= fi 2 af} 
i = 3 2 3 —3 = 
0 1 0 1 3 i 0 
2) A= 0 Eo Eia AUE 1003 5) A= |-a -ti ofj; 
—6 —il >6 o) 4 —8 -2 
—A 4 — 3 5 —2 4 
3) A= Zt -6h 0) = lot} 6) A= a —1 4 
=E -p 0 2 —3 = 


6. Să se aproximeze soluţia, prin metoda Runge-Kutta, în fiecare 
din cazurile : 


E a zu? -am xy, (0) =1, y(0) = —1, te[0,1], k= 0,1; 
dt dt 

dæ dy dz n 

-— = g(1 — 24?), — = —y(1 + 2a2),-— = 2z(g? + y?) 

ae h g pe TET i 


2(0) = (0) = 2(0) = 1, te[0,10], h = 0,2. 


Apoi să se verifice rezultatul găsit cu ajutorul integralelor prime. 
7. Să se cerceteze completitudinea cîmpurilor vectoriale din proble- 
mele 2 și 3. i 
+ 3 
- w . . 2 7 . 
9. Se consideră hamiltonianul JI(, y) = a Eyt V(r). În fiecare 
= k=l 
din cazurile următoare să se determine curentul generat de cimpul vecto- 
rial hamiltonian asociat lui H : 


V(2) = 28ta Va) = 224 ta, Vle) =a — a F ty 


Care dintre acestea este curent global? 

9. Să se determine mişcarea unui electron într-un cîmp electromagne- 
tie static uniform, în care cîmpurile vectoriale E și B sînt coliniare, pre- 
supunînd că viteza iniţială v, a electronului este perpendiculară pe direcția 
comună a celor două cimpuri. 


Indicaţie. mr = —q(E + vx B), unde m este masa electronului şi q> 0 este 
i Te EA vo qE €B 
sarcina sa. Rezultă v= —- sinoi, = — (1 — cosul), z = — — P, © = —, te R; deci 
co (5) 2m m 


traiectoria este o elice cu pas variabil. 
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10. În fiecare din cazurile următoare să se determine curentul gene- 
rat de cîmpul vectorial X şi să se arate că el conservă volumul : 


X = (az, (22 r y), i g?) X = (92, ZE, Ly) 

X = (aly + 2), — te + a), 229 — 2), x=(p 24%), 
v 

X = (2(y — z), —y(e — z), az — y)), X = ((2— y)’, 2, y). 


Indicație. Pentru determinarea curentului se pot folosi integralele prime. 


11. În fiecare dintre cazurile următoare să se” determine curentul 
generat de cîmpul vectorial X și să se arate că el măreşte volumul : 


X=(z+y—2, ya, —2 +y + 2),X = (0, °y, (8? + 92), 
X = (z(y? — 2?), —y(22 + 2”), z(a? + 99), X = (a(t — 295), y + 22), 
2z(x* + y*)). 

Indicație. Pentru determinarea curentului se pot folosi integralele prime. 

12. În fiecare dintre cazurile următoare să se determine curentul 
generat de cîmpul vectorial X şi să se arate că el micşorează volumul : 
X = (x(y? — 22), y(x? — 32), —2a(02 + y?)), 

X = (~ela? + 3y?) —295, —2y°z), X = (Ba — æ, —2y”, —2y%2). 

Indicație. Pentru determinarea curentului se pot folosi integralele prime. 


13. Să se scrie transformările infinitezimale asociate cimpurilor vecto- 
riale din problemele 10, 11, 12 și pentru fiecare caz să se calculeze jaco- 
bianul transformării. 


14. Să se găsească curbura şi torsiunea unei linii de cimp a lui X = 
= (92, 2%, 29). 


4. STABILITATEA PUNCTELOR DE ECHILIBRU 


Fie un sistem [izic ale cărui stări x sint descrise de un sistem de evoluție da/d/ = X (x). 
Punctele fixe ale curentului lui X, adică zerourile lui X, sint punctele de echilibru ale sistemului, 
fizic. Dacă sistemul fizic rămine într-o vecinătate a punctului de echilibru xy cind evoluţia începe 
dintr-o vecinătate a lui tp atunci punctul xo se numeşte stabil; dacă nu, se numește instabil. 

Oscilaţiile mici ale unui pendul plan și mișcarea unui solid rigid sint analizate in 4.1 din 
punctul de vedere al definiției matematice a stabilității punctelor de echilibru. În 4.2 se prezintă 
stabilitatea punctelor de echilibru generate de zerourile cimpurilor vectoriale liniare cu o 
aplicaţie în teoria circuitelor electrice, iar în 4.3 se arată că punctele de echilibru din plan pot 
fi : puncte de rotaţie, atractori, puncte șa etc. 

Uneori problema stabilității punctelor de echilibru se poate rezolva prin metode indirecte. 
Dintre acestea, cele mai cunoscute sint metoda aproximării liniare pe care o vom aplica la sisteme 
diferențiale ce descriu procese biochimice sau circuite electrice (v. 4.4) şi metoda funcțiilor 
Leapunov care este potrivită în special pentru sistemele hamiltoniene (v. 4.5.) 

În 4.6 se propun citeva probleme privind stabilitatea și clasificarea punctelor de echilibru). 


4.1. Problema stabilităţii 


Să considerăm un sistem fizic a cărui comportare în timp este descrisă 
de sistemul autonom (nu conţine explicit variabila independentă) : 


d. . 
z = X(2), a = (ty -3 2a) ED c R’, (1) 


X = (4. ..., Xn) fiind un cîmp vectorial de clasă convenâbilă pe o 
mulțime deschisă şi conexă D. Cimpul vectorial X descrie local evoluţia 
sistemului [X() dă viteza de variație]. 

Dacă a este un punct din D pentru care X(a) = 0, atunci æ(t) = a; 
V te IR,esteo soluţie a sistemului (1) care verifică condiţiile inițiale (19) = 
= a. O astfel de soluție se numeşte punct de echilibru. Din punct de vedere 
intuitiv spunem că punctul de echilibru a este stabil dacă orice soluţie 
a lui (1) ce pleacă la t = t dintr-un punct suficient de apropiat de « ră- 
mîne pentru t > t; într-o vecinătate a lui a. Presupunem că X este de 
clasă 01 pe D pentru a asigura existența și unicitatea soluţiilor probleme- 
lor Cauchy şi notăm cu t > æ(t, £o) soluţia lui (1) care verifică condiţiile 
inițiale (to Tl = 

Punctul de echilibru a al sistemului (1) se ezita (fig. 4.1): 

1) stabil, dacă există o vecinătate V a lui a astfel încit æ eV să 
implice existența soluţiei t—> x (t, £o), te [b, 00) şi dacă lim x(t, o) = a, 


pa 


uniform în raport cu te [tp 00); 


7 — c. 594 97 


2) asimptotic stabil, dacă este stabil și dacă există o vecinătate U c V 
a lui a astfel încît £ e U să implice lim æ(t, z) = a; 


t= co 


Asimptotic stabil 


Instabil 
Groficul soluției 
Fig. 4.1 


3) instabil, dacă nu este stabil. 

Observăm că un punct de echilibru neizolat a poate fi stabil, dar nw 
poate îi asimptotic stabil. Într-adevăr, dacă x, este un punet de echilibru 
diferit de a, atunci lim æ(t, £o) = Ty za. 

t>o 

Teoremă. Fie X un cîmp vectorial de clasă C! pe o multime deschisă 
și conexă D c R” și a: [tọ 00) > D o linie de cîmp a lui X. Dacă există 
lim g(t) = x, e D, atunci r este un zero al lui X [punct de echilibru al siste- 
f= 
mului diferențial (1)). 

Li 


Demonstraţie. Din ipoteză și din a(t) = alta) + Pta rezultă: 


în 
co 


æ = alt) + X(«(t)dt. Convergenţa integralei și lim X(a(1)) = (æ) 
t-o 
to 


implică A(z,) = 8. 


dz 
Aplicaţii 4.1. Osciloţiile mici ale unui pendul plan (fig. 4.2). Sistemul autonom ——, = y; 


dy 

y s = — g admite punctul de echilibru (0, 0). Derivind prima ecuație 
: Lai 

(xo: Yo) d?r 
în raport cu [și linind seama de ecuația a doua, obļinem Ta +z= 0 
X 
(ecuația oscilaţiilor mici ale pendulului în vecinătatea poziției inferi- 
oare de echilibru) cu soluția generală x(/) = c&cos t — esin i, te R. 
Fig. 4.2 Rezultă y(t) = c cos i — e, sinţ,teR. 
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Fie condiliile iniţiale : = 0, 2(0) = xp (0) = Yy (tp Vo) e R?. Linia de cimp care le sa- 
stisface este z([) = xp cos t —+ yosin l, y(i) = yo cos t — aysin 4, te. Punctul de echilibru (0, 0) 
“este stabil, deoarece 


lim z() = 0 = ta yli), W te [0, 00). 
70 >0 
Yo —>0 Sa 


El nu este asimptotic stabil intrucit lim «x(f) nu există. 
t= 
4.2. Mişcarea unui solid rigid în jurul unui punct fix 
-O (rotaţie oarecare!) este caracterizată prin ecuaţiile Euler 


dz, dz dz; 
eT = (I; "== 13) Tata I; Ar = (I; == IL )tztp A = 


Al — lo) Unde (ty, Tə, T3) sint componentele vitezei 
unghiulare, iar 74, 12, 1, sint momentele principale de inerție 
în raport cu punctul 0. Axele carteziene Oz, Ota» Otz 
coincid cu axele principale de inerție ìn raport cu O. Ele constau din puncte de echilibru ale 
sistemului precedent, 


Ami admite integralele prime globale la? + Iha; E -i Ias (energia), Ia] + Ia = 
+ Isas Gomen unghiular) şi în consecință soluția generală Laf + 1333 + 1, 3 = cp Bai + 


=- D222 = Bi = cp (definită în raport cu timpul ! pe toată axa reală). Pentru a vizualiza orbitele 
folosim difeomortismul y, = ty; Ya = Ia ato YJ; = = lata care transferă familiile precedente de 
y? y3 


elipsoizi într-o familie de elipsoizi 7 + — i pS k = & = 2E și o familie de sfere vi $ uz + 
1 2 3 


+yă=ca= |y |?, unde y = (y1, Va Y3) este vectorul momentului cinetic al solidului relativ la 0. 
Presupunem I; < I; < J lixăm pe E> 0 şifacem să varieze raza |y| a sferei (fig. 4.3). Semi- 
axele elipsoidului sint V2E1, < VEI, < V2EI,. Dacă |y! < V2ET, sau |y > V2EI, atunci 
intersecția este vidă și deci nu există mişcări cu astfel de valori ale lui E şi lyl}. Dacă |yll = 
= V2E 1, atunci intersecția se reduce la două puncte (puncte de echilibru); cu creșterea razei, 
V2E13 < lyl< V2EI, se obţin două curbe inchise în jurul extremităților axei minime. Dacă 
|y|| = V2E1, se obţine capetele axei maxime (puncte de echilibru), iar pentru V2E le z< lyll< 
V2EI, se găsesc două curbe închise în vecinătatea acestor capete. Pentru |y|| = V2E1, intersecţia 
este formată din două cercuri care trec prin capetele axei mijlocii (puncte de echilibru) : 

Punctele de echilibru (a, 0, 0) sau (0, 0, c) sint stabile, deoarece pentru o abatere mică a 
condiţiei iniţiale de la punctul (a, 0, 0) sau (0, 0, c) traiectoria va fi o curbă închisă situată într-o 
vecinătate mică a poziţiei de echilibru. Punctul de echilibru (0, b, 0), b Æ 0, este instabil, deoarece 
o abatere mică de la acest punct determină orbite inchise care nu rămin în întregime într-o 
vecinătate mică a punctului de echilibru (v. fig. 4.3 care redă orbitele ecuaţiilor Euler pe o supra- 
față de nivel constant a energiei). 


4.2. Stabilitatea zerourilor cimpurilor vectoriale liniare 


Fie sistemul liniar omogen cu coeficienţi constanţi 
dz/di = Av, (2) 


unde A este o matrice de tipul nxn cu elemente reale, iar æ este un 
vector coloană. Punctele de echilibru ale acestui sistem sînt generate de 
soluțiile sistemului algebric Ax = 0 (sistem liniar omogen de n ecuații 
cun necunoscute). Evident, printre acestea se găseşte şi punctul z(t) = 0, 
t eR, de a cărui stabilitate ne vom ocupa în continuare. Studiul stabili- 
tății oricărui alt punet de echilibru se poate reduce la cel al lui ® = 0 
printr-o translație. Punctul de echilibru z = 0 este izolat dacă şi numai 
dacă detA #0. 
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Teoremă. Fie punctul de echilibru «(t) = 0, te R. 

1) Dacă toate valorile proprii ale matricei A au partea veală strict 
negativă, atunci punctul de echilibru este stabil şi asimptotic stabil.. 

2) Presupunem că toate valorile proprii ale matricei A aw partea reală 
negativă, iar valorile proprii pur imaginare (dacă există) au fiecare în parte 
proprietatea că dimensiunea subspaţiului propriu atasat este egală cu ordinul 
de multiplicitate al valorii proprii. Dacă printre valorile proprii ale lui A 
se află una pur imaginară, atunci punctul de echilibru este stabil dar nw 
asimptotic stabil. 

3) Dacă o valoare proprie a matricei A are partea reală strict pozitivă 
sau dacă există o valoare proprie pur imaginară astfel încît dimensiunea 
subspațiului propriu ataşat să fie mai mică decit ordinul de mulbhplicitate 
al valorii proprii, atunci punctul de echilibru nu este stabil. 


Demonstraţie. Soluţia generală a unui sistem liniar omogen cu coeti- 
cienți constanţi se poate scrie în forma (v. 3.4) 


wlt) = gll; Cy =- oyr) = Galt) +... F CaZa(t) = W(i)e, 


t e R, unde æ (t), ..., £,(t) sìnt soluţii liniar independente, w(t) = [a(d),... 
<- -, Ta(1)] este matricea wronski și c ='[ċ;, ..., Ca]. Din aceasta se obţine: 
soluția care satisface condiția inițială æ(tọ) = æo 3i deci w(fo)e = £o. Deoa- 
rece w(t) Æ 0 (soluțiile particulare sînt liniar independente) matricea 29. 
tinde la matricea zero dacă si numai dacă matricea e tinde la matricea zero. 

Elementele matricei coloană æ(t) sînt cvasipolinoame. 

1) Fiecare termen al soluției generale conține factori de tipul e”, 
a < 0. Relaţia lim e* = 0 implică 


ło 
(*) lim o(t; c) = 0 (matricea zero), Yt e [b, 00), 
c0 


(x) lim (tc) = 0 (matricea zero). 
tico 
(Limita unei matrice este matricea limitelor !) Astfel punctul de echilibru 
este stabil și asimptotic stabil. 
2) Presupunem că matricea A are şi valori proprii pur imaginare.. 
Şi în acest caz are loc relaţia (+). Dar g(t; c) conţine şi termeni de tipul 
csin Bt, iar lim sin £1 nu există. De aceea relaţia (++) nu are loc. Cu alte 


i=ca 
cuvinte, punctul de echilibru este stabil, dar nu asimptotic stabil. 
3) Există factori de tipul e“, a >0, şi lim e” = oo sau factori 


t= 
nemărginiţi de tipul 1 sin t si lim (tsin t) nu există. De aceea relația (+) 
t= œ 


nu poate avea loc (fiind vorba de limite uniforme în raport cu t). 
Comentariu. Studiul stabilității punctului de echilibru x = 0 se poate face plecind' 
dr 
de la laptul că soluția problemei Cauchy i = Aa, a(0) = ag este (f) = et aa, te. Dar 
Lă 


atunci sint necesare teoremele de expliciiare a matricei exponenţiale și leme de tipul următor. 


Lemă. Dacă toate valorile proprii în C ale matricei pătrate reale A au părțile reale strict 
negalive, etunei există constantele M > Oşi a > 0 astfel încât lett < M e, Le [0, 00). 
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Demonstrație. Fiecare element al matricei e!4 este un cvasipolinom, adică o combinaţie 
m 


liniară finită de funcţii de forma P(t) eùt, unde P(t)= y, extă, iar à este o valoare proprie a 
k=0 
matricei A. 
© (at) k! 
Fie «> 0. Din e% = ~, te[0, œ] deducem # < me ezi, te [0, 00]. Impunind 
ok! a 
; : Rea E! = 
0< g< — Re? și notind y = —Reà — g > 0, obţinem te e ate [0, œ]. În 
aë 
concluzie, pentru Le [0, 00] obținem 
i mA Xe. vi E k! 
IPE L eT Ş leat se” Y eal 
K=0 K=0 % 


şi astfel lema devine evidentă. 

Valorile proprii ale unei matrice reale antisimetrice A sînt pur 
imaginare şi fiecare valoare proprie pur imaginară are proprietatea 
că dimensiunea subspațiului propriu asociat este egală cu ordinul de multi- 
plicitate al valorii proprii. De aceea zerourile cîmpurilor vectoriale Killing 
Ax sint stabile, dar nu asimptotic stabile. 

Pentru a fi mai operativi în aplicarea teoremei precedente avem 
nevoie să stabilim dacă rădăcinile polinomului caracteristic al matricei 
A au partea reală strict negativă fără a calcula electiv aceste rădăcini. 
În acest sens putem face apel fie la observaţia că un polinom cu coeficienţi 
reali ale cărui rădăcini în au părţile reale strict negative trebuie să aibă 
coeficienți strict pozitivi fie la 

Criteriui Hurwitz. Rădăcinile polinomului 


Je) = ag" + ag +... F an H an UER, >O, a #0, 


2 e C, au partea reală strict negativă dacă şi numai dacă a, > 0 gi matricea 


a do i sea 0 
az Ga a 00 0 : 
dani - lsp- osos... ... Cu 


unde a, = 0 pentru s >n, are toţi minorii principali strict pozitivi. 


Exemple. Presupunem d, = t: În cazul n = 2, adică f(2) = :° -+ z + ap, condiţiile 
le 1] 
Huürwiiz c.> 0, |> 0 sint echivalente cu q > 0, a> 0. De aceea regiunea de 
($) Ca 
stabilitate a soluţici banale a sistemului diferențial (respectiv ecuației diferențiale), pentru 
care 2-a: + aa este polinom caracteristic, coincide cu primul cadran (deschis) din planul «0a. 
În cazul n=3, adică Fy = 3 + a + 
F åz -t agy condițiile Hurwitz, sint a, > 0; 


la f Q! 
| a F i i 
| >0, |a a, @@j>0. Ținind seama 
| da Ga | i 

jū 0 


că a >0, a, > 0, acestea se reduc Ja Cp <a 
& >0, az >0, as > 0, adică regiunea de stabilitate 
este porţiunea din primul octant al reperului car- 
tezian Cajazag cuprinsă între planul a, =Ù şi 
şaua y = Gyt, I(fig. 4.4). 
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Aplicaţii 4.3. Să se cerceteze stabilitatea punctelor de echilibru ale sistemelor diferențiale 
liniare 


dy 
dz, dz S pe eee a 
— = 3t 4+ p; — = —2r — i 
d p di y dy 
> > — [= —2y z7}. 
dx > dy 5 dt 
— = — 2r + — = 3 Se 
dt s di mii. dz 
— = snig 
aY 


Rezolvare. 1) Matricea A = 


1 
a | are valorile proprii 2 +i. Acestea au partea 
reală strict pozitivă. De aceea punctul de echilibru z = 0, y =0 nu este stabil. 


ARE =i 5 1 
2) Matricea A = 3 i are valorile proprii — ger F’ care sint strict negative. 
De aceea punctul de echilibru (0,0) este asimptotic stabil. 
—1 0 1 
—3 4+ 3i giza 
3) Matricea A = 0 —2 —1] are valorile proprii —1, ———— , care au părţile 


2 
0 1 —i 
reale strict negative. Deci (0, 0,0) este asimptotic stabil. 


4.4. Stabilitatea unui circuit electric cu rezistență negativă [10]. Să analizăm stabilitatea unui 
circuit format dintr-o rezistență R in serie cu o inductivitate L, avind în derivație o rezistență 
r şi o capacitate C (fig. 4.5). Mărimile L, C, R, r se interpretează ca parametri reali, iar stările 
sistemului fizic sint caracterizate prin sistemul diferențial liniar 


dir, R. 1 dg 5 1 
— =- iF — = A TA, 
di LAVA a ee 
— RL 1/(GL) 4 P 
Matricea A = are ecuația caracteristică 
—1 —1/(Cr) 


TE LET A OEA [Es a 
at e T aT E TORA 


Punctul (0, 0) este asimptotic stabil dacă şi numai dacă 


PRE E a = i >0 
L" Œ ' DCÀ r ` 


Presupunind L > 0, C >0, condițiile de stabilitate asimptotică 


Fig. 4.5 


L R 
se reduc la R + Tr > 0,1 4+ — > 0. Acestea din urmă se exami- 
r r 


nează în două ipoteze: (1) R < 0, acesta fiind cazul rezistenţelor negative datorite dispozi- 
tivelor electronice cu caracteristică de tipul S (cum sint tuburile de descărcare în gaz); 
(0) r < 0. acesta fiind cazul rezistențelor negative datorite dispozitivelor electronice cu carac- 
teristică de tip N (cum sint unele tuburi grilă-ecran). 


4.3. Clasificarea punctelor de echilibru în plan 
Fie cîmpul vectorial X = (X,, Xa) de clasă 0! pe R? şi sistemul 
dz/ât = X(2), c = (fiy Pa), 
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care dă liniile de cîmp. Presupunem că x = 0 este un zero izolat al cîmpu- 
lui vectorial X și că soluţia sistemului care verifică condiţiile (0) = 0 
este punctul de echilibru e(t) = 0, te R. (Aceasta înseamnă că nici o 
soluţie æ(t) = 0 nu tinde la zero în timp finit.) 


pă 

$ | 

Ă 2 

gB i | 
1 : , 
\ 2 

+ Focar asimptotic 

stobii 


X- 
2 Y=B%4 


Nod instabil 


Fig. 4.6 


Dacă orice vecinătate a lui x = 0 conţine orbite închise în jurul lui 
æ = 0, atunci punctul de echilibru x(t) = 0,t e R, se numeşte punct de 
rotație. Un punct de rotatie z — 0 cu proprietatea că toate orbitele dintr-o 
vecinătate a lui æ = 0, diferite de z(t) = 0, te R, sînt închise se numeste 
centru (fig. 4.6). 

Punctul de echilibm z(î)=—0, te R, se numește atractor pentru 
i = co (sau t =— co) dacă toate soluţiile æ(t, 2) ale problemelor 4 = 
= X(2), 2(0) = z cu le! < e există şi pentru te [0,co) (respectiv 
te (—oco0, 0])s pin liw) = 0 (respectiv lim ælt, 29) = 0). 


Fie linia de cimp ælt, 2) = (zl, a Talt, £o)) și O(t) o determinare 


continuă a unghiului polar Arotg Tao . Atractorul , x(t) = 0, te R, 
Lilt, Lo 
pentru t = œo se numește (fig. 4.6): 
1) focar, dacă fiecare linie de cimp æ(t, 7) + 0 este o spirală în jurul 
originii, adică o curbă cu proprietatea lim 0(1) = +00; 
t= 
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2) not, dacă pentru fiecare linie de cîmp ¢(t; xy) + 0 se satisface 
lim 0(1) = 0, (finit); panta limită tg % împreună; cu punctul asimptotic 


$> 
æ = 0 al liniei de cimp determină o dreaptă ce este: limita tangentei la 
linia de cîmp. 


Nodul g(t) = 0, te R, pentru t = œo se numeşte nod propriu dacă 
pentru fiecare o(mod 27) există o singură linie de cîmp a(t, 2) astfel 


încît lim (t) = 0; în caz contrar nodul. se numeşte impropriw. 
t= 
Analog se clasifică atractorii pentru t = —oo0. 


Există atractori care nu sînt nici focare, nici noduri. Cel mai simplu 
punct care nu este un atractor este punctul șa; acesta este un punct de 


echilibru a(î) = 0, e [R, cu proprietatea că numai un număr finit de soluţii 
ælt, xa) tind la 0 cînd t => œo sau t => —oo (fig. 4. 6). 
Exempliticăm printr-un sistem liniar 


de a a 
— = Aa, A = | x =], det A # 0, aye R. 
di (ag, Gaz. 

Se observă că æ(t) = 0, te R este singurul punct de echilibru. Valorile 
proprii Ay à, ale matricei A sint soluţiile ecuației cu coeficienţi reali 
ha — BPA +y =0, P = Gia + azz Y = lula — Arlon 

adică 
TASEA AE 
= (B +18? — 4y)/2, d = (B — Vp? — 4y)/2. 
Dacă 8? — 4y Æ 0, atunci 1, à, (reale sau complex conjugate) sint dis- 
dincte şi le corespund vectorii proprii respectiv (reali sau complecși) 
liniar independenți 4,, 43. Soluţia generală a sistemului este 
a(t) = e p Cte , te. 

Fie B? — 4y = 0, adică A, = d = A Dacă există doi vectori proprii 
u, U; liniar independenți (fapt care are loc dacă gi numai dacă @ = aaa £ 
# 0, @ = @ = 0), atunci soluţia generală a sistemului se scrie 


olt) = (ct ar Catia)”, te R- 


Dacă există un singur vector propriu ù şi un vector principal t atunci 
soluția generală a sistemului se scrie i 
ælt) = [(e, + tyu. T cw]e”, teR. | 
Rezultă că sînt adevărate următoarele; afirmații (fig. 4.6): 
1) w(t) = 0, t e R, este un centru dacă şi numai dacă Re, =Re)=0; 


2) ælt) = 0, te R, este un atractor ponten t = œ „Eni pe — 00) 
dacă si numai dacă Rea. < 0 (sau >0),k = 1,2; 


— atractorul æ(t) = 0, te R, este un focar dacă şi numai dacă hi ha 
sînt complex conjugate dar nu reale sau pur imaginare ; 


— atractorul g(t) = 0, te R, este un nod propriu dacă à, = M- Și 
există doi vectori proprii; 


— atractorul s(t) = 0, t e R, este un nod impropriu Ani O e 
Sau Ajy Aa < O si Aj # à sau My = àg Cu un singur vector propriu ; 
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3) ab). = 0, te IR, este un punct şa dacă + h < 0. 
Clasificarea, din punctul de vedere al stabilităţii (în raport cu- h; dj 


v. 4.2) este evidenţă... * Deda ei în planul Oy este deosebit de inte- 
resantă (fig. 4.6): 


„1 d-daeă.B:=>=0,.y >0, atunci originea este un centru (punet nowa 
stabil); 5 iza 


*2 X2 


Fig. 4.8 Fig. 4.9 


2) dacă 8 >0, y >0, y > ßB?/4, atunci originea este un focar 
instabil; : 
3) dacă 8 < 0, y >0, y > 62/4, atunci originea este un focar (sta- 
bil și) asimptotic stabil; 
4) dacă B >0, + > o, y < 62/4, atunci originea este un nod instabil ; 
5) dacă B < 0, y > 0, y< Bi, atunci originea este un nod (stabil 
$i) asimpţotie stabil ; i 
6) dacă y <0, y # ß?/4, atunci originea este un punct șa; orice 
punct şa este instabil. 
Dacă; p 2. — 4y = 0 şi există doi vectori proprii, atunci : (1) pentru 
8/2 < 0 originea este un nod propriu (stabil şi) asimptotic stabil 
(fig. i 7); (2) pentru A = 5 [2 > 0 originea este un nod propriu instabil 
(fig. | 
i Daci pr- —4y = 0 gi există un singur vector propriu, atunci: (1) 
pentru A = 8/2 < 0 originea este un nod impr opriu (stabil și) asimptotic 
stabil (fig. 4.9); (2) pentru à = 6/2 >0, originea este un nod impropriu 
instabil (fig. 4.10). 
Aplicația 4.5. Vibraţiile mecanice cu un grad de libertate [48] și comportările circuitelor 
electrice autonome [10] sint descrise de ecuaţii diferenţiale de tipul ss = JE =) No- 
dz 


dr d 
tind viteza i cu y, ajungem la sisiemul îi = s = (x, y). Punctele de echilibru ale 
(4 


acestui sistem satisfac, y = 0, g(x, 0) = 0, adică sint puncte de pe axa Ox din planul rOy. 
Clasificarea acestor puncte de echilibru în maniera de mai sus dă informaţii topologice despre 
stările vibraţiilor și, respectiv, stările circuitelor. 


4.4. Stabilitate prin aproximarea liniară 


Considerăm sistemul autonom 
dz; 


XD va sa Ah te Ls peste 
di «i 1? ) ? ? ? 


Din punct de vedere fizic un asemenea sistem se interpretează ca 
fiind legea locală de evoluţie a unui proces. Punctele în care se anulează 
X = (X, .. -, Xa) generează punctele de echilibru ale sistemului. Stabili- 
tatea acestor puncte ne interesează în multe probleme concrete. 

Cazul sistemelor liniare omogene cu coeficienți constanţi a fost deja 
discutat în 4.2. Acest caz este important prin sine însuşi, dar şi prin faptul 
că situații mult mai generale se reduc tot la el. 

Presupunem X = (4, ..., Xa) E C?(D) și x = 0 ca fiind un punct 
de echilibru (studiul oricărui alt punct de echilibru se poate reduce la cazul 
æ = 0 printr-o translație). Avem 4,0) = 0 şi diferenţiabilitatea lui X 
implică 

r ðX: a ' 
X(2) = ge SS z — (0); + lei Po), lim F (£) = 0. 
j=l Uj 


24; (0) 


Presupunem că A = j= | nu este matricea zero şi utilizăm nota- 


Vj 
ţiile matriceale. Sistemului 


d — Ar + lel Fe) (3) 
di 


i se ataşează sistemul liniar omogen cu coeficienți constanţi T = Áv, 


numit æprogimarea liniară a lui (3). 
Teorema care urmează arată că perturbaţia ||z|| F(x) nu distruge 
stabilitatea asimptotică a punctului de echilibru al aproximării liniare. 


Teoremă. 1) Dacă toate valorile proprii ale matricei A au părțile 
reale strict negative, atunci punctul de echilibru x — 0 al sistemului (3) este 
asimptotic stabil (şi deci stabil). 

2) Dacă matricea A are o valoare proprie cu partea reală strict pozitivă, 
atunci punctul de echilibru x = 0 al sistemului (3) este instabil. 

Pentru demonstraţia teoremei utilizăm lema următoare. 


Lema Gronwall. Pie a 2 0. Dacă f : [0, a] — R este o functie continuă 


care satisface fit) < k+ (a s)j(s)ds, te[0,a] cu ke, he0, a], 


o 
t 
p 


h(t) > 0, atunci f(t) < k nui ea 
9 
Demonstrație. Considerăm funcţia 


t 


p: [0,a] => R, ẹ() = (x 4 (ronas) exp (- 


majas) E 


Li 0 ea ui 
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Deoarece 
y ł t 


S? i ( il srl | Maas) iiep (= (nsa) < 0, 


0 9 


i 
funcţia ọ este descrescătoare. Deci ọ(t) < ș(0) = k, adică k + (roeas < 
0 


Li 


<k o) h(s)ds, ceea ce implică relaţia din lemä. 


Demonstrația teoremei. Deoarece X este de clasă C?, soluţia w(t, 2) 
a sistemului (3) este de clasă C? în raport cu sg = (to, £o). 

1) Pentru simplificarea expunerii presupunem tọ = 0 şi în loc de 
w(t, 29) scriem a(t). Soluţia sistemului (3) verifică ecuaţia integrală, 


a(t) = eta + (e te) IP (a(8))ds. 
0 


Deoarece toate valorile proprii în C ale matricei A au partea reală strict 
negativă, în baza lemei din 4.2, vor exista K >0, «a >0, astfel încit 


lesol] < Elimle, e < Re. 
Pe de altă parte, faptul lim F(æ«) = 0 este echivalent cu Ye >0, 38 >0, 
x> 0 
astfel încît |x]| < 5 să implice |F(2)|| < £. Aceste observații implică 


læt) < Ke leo] + E 4 e" lets) de. 


Fixăm e = a/(2k), înmulțim cu e” şi notăm f(t) = e* |jæ(t)ll, k= Ka, 
h(i) = Ke. Atunci sintem în condiţiile lemei Gronwall şi deci e“ |z(1)]| < 
3 -f4 

< K zale? . Pentru |z,|| suficient de mic, rezultă |jæ(t)||<Kllæole ? , 

V łe [0, co), relaţie care implică stabilitatea și stabilitatea asimptotică. 
2) Omitem demonstraţia [1], [5], [25] fiind prea complicată. 
Observaţii. 1) Fie a = 0 un punct de echilibru al sistemului diferențial (t). Dacă 

det k (0) | # 0, atunei x = 0 este un punet de echilibru izolat. Reciproca nu este adevă- 

zy 


rată decit dacă cimpul vectorial X este liniar. 


2) Determinarea punctelor de echilibru se reduce la allarea soluţiilor unui sistem algebrice 
de forma 


Nikto -s En) = 0 ... Ana 200, (4) 


sau mai scurt X(x) = 0, unde N = (X,, ...3 Xn) este un cimp vectorial de clasă CI. Construina 
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1 Ut 
energia f(x) = 7 IX(a) P= 7 x. Xa) (v. şi cap. 9). Evident X(x) = 0, dacă şi numai dacă 
sal . 
f(x) = 0 iar min f(x) = 0. De asemenea observăm că punctele critice ale energiei f sint date de 
: A 


sistemul 
af 
— (2) = NE pet ors F Xa )=0, 
da, 
öf ðX. 
— (2) = Nae) S) =0. 
Pln GEN 


IX 
Presupunem că det [2 wl # 0, în afara unui număr finit de puncte v pe care le eli- 
dxi 


minăm din raționamente. Cu alte cuvinte, presupunem că funcțiile X; sint funcţional indepen- 
dente. Această ipoteză implică faptul că soluțiile sistemului (4) sint izolate (dacă există !), iar 
mulțimea acestor soluții coincide cu mulțimea punctelor de minim ale funcţiei f. De aceea aflarea 
soluţiilor (izolate) ale sistemului (4) se reduce la găsirea punctelor de minim ale energiei f. O 
metodă potrivită pentru acest lucru este metoda gradientului. 

Exemplu. Să se determine zerourile cimpului vectorial X = (X, X.) X (x, y) = z? + 
+y?—2, Xa (x, y) = x—y, utilizind metoda gradientului. 


Rezolvare, Se observă direct că X(1, 1) = (0, 0). 


D(Xr Xo) a aa Š ai : a ca 
Deoarece — — = — 3000 + y?) = 0 dacă şi numai dacă r = y = 0, originea se 


z, y) 
exclude din raționamente. : 
Construim funcția 2i(x, y) = (x — y) + (x? + y? — 2} şi grad f(x,y) = [(»—y) + 
+322? + y? — 2)]i + [>C — y) + 3y? (0 + pe — 2). 


21 21 
Alegem punctul iniţial z} = 1/2, y, = 1/2. Deoarece grad [(1/2, 1/2) = Ea — Jg. #0 
putem pune 
af ( ) i "Şi 
AA Dl d z az 
e > Pa ue Oe A > ph 
Nu e 1 21 
a = ji — (r = e et j 
Y =y v Yu) Er 
a i 1 21 3 2 o 
Formăin funcția o(a) = [za N) = 2 E + rr a | —1] . Se observă că a,—8/21 este 


un punct de minim pentru ọ. Rezultă xa = 1, je = 1. Deoarece grad f( 1, 1) = 0, punctul găsit 
este un punct critic al lui f. Mai mult, acesta este un punct de minim al lui f şi deci o soluție 
a sistemului z? + y? — 2 = 0, 2—y=0, 


Aplicații. 4.6. Unele procese biochimice cu feedback negativ pot fi\modelate prin sistemul 
Goodwin [47] 


dz 1 dy a dz 
ETS piu: £ e ra D ure >= — cd 
d iph “ra adk i 


unde a, b, e sint parametri reali strict pozitivi, nesteun număr natura! fixat, iar, y, 2 sint funcţii 
concentrare. 

Mai intti să arătăm că soluțiile semnificative din punct, de vedere biologic au imaginile 
într-o regiune închisă şi măginită a spaţiului pozitiv de concentrare 120, y >0, z > 0. În par- 
ticular, vom pune în evidență o mulțime invariantă faţă de curentul atașat sistemului (v. 3.8). 

Deoarece x, y, z sint funcții concentrare, se potrivesc condiţiile iniţiale z(0) > 0, y(0) > 0 

dz 


dz d 
z(0) > 8. Aceste condiţii iniţiale impreună cu faptul că derivatele T? H i IE sînt pozitive 
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pi gx =} = z = 0 arală că x(t) 2 0, y(D) > 0, 42 0, Y (> 0. Inesalitateă z > 0 implică 
$ 1 


Yt> 0; 2) dacă z(0) > 1/a, atunci derivata dx/dt este negativă atita timp cit x() > 1/a și 
deci x(t) va descrește devenind după un timp cel mult 1/a. În concluzie, 0 < x(t) < max {x(0), 
t/a}, YL > 0. Faptul că după un timp suficient de mare avem z(/) < 1/a, determină inegalitatea 


1 
g = x — by $ — — by și argumente similare cu cele precedente drată că 0 < y(i) < 
a i : 
< max {y(0), 1/(ab)}, Y t> 0. Analog 0 < z ({) < max {:(0), 1/(abc)} Y 1> 0. 
Implicit am arătat că paralelipipedul 


D = fa p, 10 < £ < 1/a, 0 < y < 1/ab, 0 < z sia c RÌ 


¿are proprietatea că orbitele determinate de puncte iniţiale din D sint incluse in D (mullime 
invariantă). Acest lucru este confirmat şi de observaţia că divergența cimpului vectorial X = 


= (K XX, Aag = T ax, Xa (x; y, 2) = x — by, X(x, y, 2) = y—ez este strict 
megativă, div X = — a — b — ç, şi deci curentul generat de X micşorează volumele. 
Să arătăm acum că sistemul precedent admite un singur punct de echilibru ṣi că acesta 


„aparține paralelipipedului D. Pentru aceasta considerăm sistemul algebric 
1 


rise Mă at = 0, x — by = 0, y—c2=0, x, j, 220 fizy 


:ale cărui soluţii generează punctele de echilibru. 


„Eliminind pe xv și y, obținem ecuația F = abez, 
„care are o singură rădăcină strict pozitivă 2, (fig. 
4.11). Astfel există un singur punct de echilibru 
“(o = bczo; Yo = CZo 20). Deoarece 


(2) = 1—"abez(1]4+- 22) satisface V0)=1>0, 


Fig. 4.11 


1 1 1 1 
V| — | < 0, rezultă 0 < a < — şi 0< y< —, 0< tj < —. 
abe abe ab a 


Cercetăm stabilitatea punctului de echilibru (te Yo 7o) utilizind aproximarea liniară, 
1 
Din X (z, y, z) sai ue — az, X(x, y, z) = x — by, X(x; y, z) =y — cz determinăm ma- 


„tricea 


Ox: ðX: Xi i 
A = | —- (To Yo 20); — (Tos Vo 20) —— w = 
| dz (Xo Yor Zo 37 (zos Yo 20) Jz (20 Yo 20) 
Fa 0 ng (iz) 
= 1 —b 0 
0 1 —c 
“Ecuajia caracteristică a matricei A este 
mat 
aHa -Hb 0-4 -i = O, 
ta) b) (Ae) T4% 


“Aceasta are sigur o rădăcină reală (ca ecuație de gradul trei) }4 şi in mod necesar %1 < 0 (deoarece 
qtoți coeficienții sint strict pozitivi). Deoarece ecuația precedentă se transcrie 


nl 


33 4 (atb + o) it iii si uti mau 


109 


criteriul Hurwitz arată că ea are toate rădăcinile cu partea reală strict negativă dacă și numai 
dacă 
ná- 
(a + b + c) (ab + ac + be) — abe — mo h 
TH 
În această ipoteză punctul de echilibru (zo, Vos 20) este asimptotic stabil (și deci stabil). 
4.1. Prin analogie cu aplicaţia precedentă există procese biochimice cu feedback pozitiv 
care sînt descrise matematic prin sistemul diferențial [47] 


dz 1+2% dy dz 


E alta — az, — = t — by, — =y — tz: 
du sui i 


unde a, b, ¢ sint parametri reali strict pozitivi, k este un. 
parametru real supraunitar, n este un număr natural fixat,- 
iar x, y, z sint funcții concentrare. 

Funcția ọ : [0, 00) — R, g(:) = (1+22)/(+ 22) admite. 

- nz%-1(k — 1) , 
derivata p'(2) = ——————> 0 şi deci este strict 
(k + 2”) 
crescătoare. Deoarece q(0) = 1/k, lim ọ(z)=1, lim ọ'(z)=0,. 
= 00 zN 0 


t 
lim ọ’(z) = 0, graficul funcției ọ are alura din fig. 4.12. 
z= 00 
Inegalitatea 


i dz 1+: 
i apti Lue k z >20, 220, 


împreună cu argumente asemănătoare cu cele folosite în aplicația precedentă conduc la 0 < x(t) Ș 
< max {x(0), 1/a}, V 1>0. Apoi deducem 0 < y(t) < max{y (0), 1/(ab)}, Oz (t) < max (2(0),. 
1/(abc)), Yt > 0. | 
Reţinem de aici faptul că paralelipipedul 
D = {(x, y, D102 < 1/a, 0 < y < 1/(ab), 0 < z < 1/(abe)} 


este o mulțime invariantă în sensul că orbitele determinate de puncte inițiale din D sint incluse- 
în D. Confirmăm această observaţie și prin aceea că divergenţa cimpului vectorial X = 


= (Xr Xy X3), 


TH Š 
X, (x, y, 3) = kpa —az, X(T, y, 2) = x — by, X(x, y, 7) = y — cz 


este strict negativă, div X = —a—b—c ; deci curentul generat de X micșorează volumele. 
Sistemul diferențial considerat posedă cel puțin un punct de echilibru în D. Într-adevăr, 


din 
1+2” 
za — ax = 0, z — by = 0, y — éz = 0 
k-z” 
deducem ecuația 
1-42” 
- = abe: 
k+ z 


care are cel puţin o soluţie pozitivă z. Rezultă punctul de echilibru (x4 = bCza, 1 = Czo Zo) care 
se dovedeşte a fi din D. Matricea corespunzătoare aproximării liniare este 


—a 0 9'(20) 
A = 1 —þ 0 
9 1 e 
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şi are ecuația caracteristică 
13 + (a + b+ 042 + (ab + ac +4- be)A + abe — g’ (z) = 0. 


Criteriul Hurwitz arată că această ccuaţie are toate rădăcinile cu partea reală strict nega- 
tivă dacă şi numai dacă 
(a+ b + c) (ab + ac + be) — abe + 9" (29) > 0, abe — ọ' (z3) > 0. 
În aceste condiții punctul de echilibru (xo, o 29) este asimptotic stabil (şi deci stabil). 
4.8. Stabilitatea unui circuit electric [10] (fig. 4.13). 
'Notăm cu z sarcina electrică a condensatorului, cu dx/di cu- 


entul în circuit și cu f(x, dz/d), [(0,0) = 0, termenul neli- 
miar de grad superior lui 2. Atunci 


unde L, R, C sint parametri reali strict pozitivi. Acestă Fig. 4.13 
„ecuație diferențială de ordinul doi este echivalentă cu 
-sistemul diferențial neliniar 


E gta) 
=}, =— z — y — — gaz 
a Pa LC L E SIMU 


„pentru care (0, 0) este un punct de echilibru. Matricea aproximării liniare 


R 1 4L 
¿are ecuația caracteristică 72 +- T A + — = 0. Dacă R £ > atunci punctul de echilibru 


(0, 0) este asimptotic stabil. Această concluzie decurge și din considerente fizice ; dacă rezistenţa 
“ohmică este pozitivă, atunci curentul sfirșește inevitabil prin dispariţia în timp. 


4.5. Stabilitate prin functii Leapunov 


Fie X = (X, ..., Xa) un cimp vectorial de clasă C! pe o mulţime 
„deschisă şi conexă D c R” astfel încât s = 0 să fie un zero al lui X. În 
-notații vectoriale, sistemul care dă liniile de cîmp ale lui X se serie 


dg 4 
a X(x). (5) 


„A doua metodă Leapunov de cercetare a stabilității punctului de echilibru 
z(t) = 0, Y te IR, se bazează pe utilizarea funcțiilor Leapunov. 

Pentru a explica tehnica propusă de Leapunov notăm cu g(t, 2) 
soluţia sistemului (5) determinată de condiţiile inițiale (tọ, £o), în ipoteza 
că x aparține unei vecinătăţi V a originii. Un cîmp scalar f: V > R, 
z = f(x), care este de clasă 0” şi satisface f(0) = 0, se numește funcție 
Leapunov pe V asociată cimpului veetorial X. Dacă f este o funcţie Lea- 
-punov de clasă 0! peV,atunci derivata lui f în raport cu cîmpul vectorial 
X, adică Dxf(z) = (X(x), grad f(2)), este o funcţie Leapunov pe V. Se 
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observă,că pentru orice soluţie z(t), t e I, a lui (5) avem 


„ Daft) = (late), grad fat) = $ Xa) 2 (a) = 


i=l 


o (a n (6) = € fælt), 


i=l da; ät 


fapt care face ca Dy să fie privit ca un operator de derivare de-a lungul 
liniilor de cîmp ale lui (1). 
O funcție Leapunov f: V > R și pin 
1) pozitiv (negativ) definită, dacă f(a 0 (20), YaeV 40); 
2) pozitiv (negativ) semidefinită, dacă a > 0 (s0),vzeV. 


Exemplu. În ipoteza X(x) = 0 x = 0, energia cimpului vectorial X, adică funcția 
f = (X |?/2 este o funcţie Leapunov pozitiv definită. 


Fief: V > R o funcție Leapunov pozitiv (negativ) definită. Deoarece: 
f este continuă şi f(0) = 0 dacă şi numai dacă z = 0, rezultă că œ —> 0, 
şi f(x) — 0 sînt echivalente. De asemenea, se poate dovedi că mulțimile. 
de nivel constant M., : f(x) = ce, pentru c suficient de mie, sînt închise în, 
sensul că sînt deformări continue ale sferei la întore de unde au plecat) 
şi conţin originea în interior. În particular, M, = (0). 


Teoremă. Dacă există o funcție Leapunov pozitiv definită f de clasă O! 
pe V și funcția Leapunov Dx f este negativ semidefinită pe V, atunci punctul 
de echilibru ælt) = 0, te R, al sistemului (5) este stabil. 

Demonstraţie. Fie > 0 aşa de mic i:ciît sfera ||| = e să fie inclusă 
în V. Definim m = min f(g). Deoarece f este pozitiv definită rezultă, 


d=e 
că m>0. De asemenea există è< e astfel încît |wl| < 5 să implice 
fie) < m. 

Considerăm o soluţie a(t, xo) a sistemului (5) cu |2|| < 3. Vom arăta 
că ||a(t, o)|| < e pentru t > t în ipoteza că soluţia æ (t, 4) se prelungeşte. 
în viitor nemărginit. Dacă nu este aşa, atunci există T > 0 astfel încît 
læ(T, x)| = e, dar |æ(t, so) || < e pentru te [t T). Pe de altă parte, 


relaţia $ flialt, £o)) = Dx (x(t, ty) <0 arată că f(z(t, 2,)) este o funcție 


descrescătoare de t pentru te [tp T). Deoarece f(x) < m prin definiția, 
lui 8, rezultă că f(z (T, 29)) < f(£o) < m, iar aceasta contrazice definițiile 
lui T şi m. Astfel, sub rezerva că soluția æ(t, i se prelungeşte, am demon- 
strat că Ve >0, 38 >0 astfel încât |ej|<8 implică læ(t, go)l| < s, 
vi > to, adică originea, este un punct de echilibru stabil (fig. 4.1). 
Să arătăm că soluţia æ(t, x) se prelungeşte în viitor nemărginit. 
Pentru aceasta considerăm cilindrul (inulţime compactă!) A = f(x, t)l0 < 
<f(2)<m, te [b, T]; în R”! şi (i, 2) o soluție pen- 
tru care f(2) < m. Conform teoremei de prelungire. 


a ma (v. 3.1) soluţia æ (t, xa) poate fi prelungită în viitor 
: pină la frontiera A. Dar apartenenţa (t, x(t, £o)) E-A 
ttg © T implică Dyfleli, z))< 0. Din acest motiv soluția nu 
Fig. 4.14 poate ajunge la suprafața laterală a cilindrului A, 


unde f(x) = m, şi deci se prelungește pînă la capacul t = T (fig. 4.14) 
Deoarece T este arbitrar (și nu depinde de m), soluţia æ(t, 29) se prelun- 
geşte în viitor nemărginit şi f(æ(t, 4o)) < m, Yte [to 00). 


Observa ţii. 1) Teorema precedentă poale fi formulată și în felul următor : dacă 
există o funcţie Leapunov negativ definită f de clasă CI pe V și funcţia Leapunov Dyf este 


pozitiv semidefinită, atunci originea este un punct de echilibru stabil pentru sistemul (5). Totul 
revine la schimbarea lui f în —f. 

2) Nu există metode generale pentru găsirea funcțiilor L.eapunov astfel încit fsi Dyf să 
salistacă condițiile impuse în teoremă. Dar este natural ca inceputul căutării să fie sau energia 
lui X sau integralele prime ale sistemului (5). Într-a- 
devăr, dacă f este o integrală primă a lui (5) într-o ve- 


cinătale a originii, atunci, fără a micşora generalitatea, pyt 
putem presupune /(0) = 0 şi deci f este o functie A 
Leapunov. Prin definiţia integralelor prime, funcția et / 
Leapunov Dyf se anulează identic și deci este semi- pegi pn 
definită (pozitiv sau negativ, după cum convine pro- paee 
blemei). Astfel, dacă f este definită (pozitiv sau nega- 
tiv), atunci soluția x(t) = 0, Y LER, este stabila.. 
og ; LT dea 
Sistemele hamiltoniene N PTN 
LT dea 
. | 
dri ðH dy ôH X 
penean si t=- . i => ÎI tG i 
dt üj; d dr; cai moni mei 
constituie exemple la care observaţia noastră func- Fig. 4.15 
g. 41: 


ționează perfect. Într-adevăr, in acest caz H : R?”—R 
este o integrală primă globală. 

3) Teorema precedentă conţine faptul geometric că o linie de cimp care începe in interiorul 
hipersuprafeţei inchise Me: [ (7) = e nu mai poale icși de acolo (fig. 4.15): Dyf) = 


- a, 


Te IT 
E = pe 
EA 3 


dx 
= | T f(z(0)), z) < 0 dacă şi numai dacă 
dt 


Teoremă. Presupunem că există o funcție Leapunov pozitiv definită 
Jde clasă C! pe V astfel îmcit functia Leapunov Dy f să fie negativ semidefi- 
mită pe V. Dacă Ma = ţa se V, Dxf(z) = 0) nu conține în întregime nici 
o orbită a sistemului: (5) diferită de punctul de echilibru æ = 0, atunei punctul 
de echilibru este asimptotic stabil (fig. 4.1.) 


Demonstraţie. Teorema precedentă arată că punctul de echilibru z(t)=0 
te [R, este stabil, adică există d > 0, astfel încît ||| < è să implice 
existența soluţiei t—a(t, zo), te [tp 00) şi lim ælt, £a). = 0, Vie [t 00). De 

=0 


aceea este suficient să demonstrăm că există 3, e(0, 3) astfel încât |x| <8; 
să implice lim |z (t, 2)]|=0. 


i= co 
Prin ipoteza Dxf(z) < 0, vzeV, funcţia t — f(a(i, 20)) este des 
crescătoare. Pe de altă parte, pozitivitatea lui f arată că dacă am avea, 
lim æ (t, £o) # 0. atunci mfo (t, 29)) = l> 0, iar aceasta înseamnă că 


t= 


Ceseli ea h 


Presupunem lim f(z(t, 2) =l >0. Fie 4, un punct limită al 
l-> 

liniei de pep t > x (t, xo). Evident, ay # 0. Deoarece f(e) = 1>0 gi 

orbita x(t, 2,) nu este inclusă în Mọ, rezultă că există T astfel încât 

fia(7, 24)) < l. Continuitatea funcției x — (ft, rọ) ṣi faptul că sistemul 

(1) este autonom implică existența unui tą pentru care f(æ(tx, £o) < l, 
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iar proprietatea de descreştere a lui t — f(æ(t, 2)) implică f(æ(t, æo)) < i, 
Y t> t}, fapt ce contrazice lim f(æ(t, 79)) = 1> 0. Rămine că lim f(z(t, 29))= 
5 


t= l= 
= 0 şi deci lim ||æ(t, 2) = 0. 
t— co 
Aplicația 4.9. Fie ecuaţia diferențială liniară de ordinul doi 
der EN Nis tU 4 6 
—— T) —— Tt YT) = U, 
Ti e ) 


unde ọ, Y: (—a, a)— R sint funcţii de clasă C? ṣi (0) = 0, p(2)> 0, x (x) > 0, V xz #0. 
În spațiul fazelor (x, t) acesteia îi corespunde sistemul 


da dy 


PT = F —o(x)y — (2). i) 


Se spune că soluția x(:) = 0, Le R, a ecuației (6) este stabilă, asimptotic stabilă sau instabilă 
dacă poziția de echilibru x = 0, y = 0 a sistemului (7) are o asemenea calitate. 
Notăm X(x, y) = (y, — p(x)y — V(2)). Funcţia Leapunov definită prin 


n| 


1 
izy) =- + (soas 
ò 


este pozitiv definită, iar funcţia Leapunov Dyf = —(2)y? esle negativ delinită pe o veci- 
nătate a originii : Mg este intervalul (—a, a), iar ecuaţia d = y arată că orbitele netriviale taie 
acest interval. Conform teoremei, punctul de echilibru x = 0, y = 0 al sistemului (7) este asimp- 
totic stabil și Jeci soluția x = 0 a ecuaţiei (6) este asimptotic stabilă, 


Să ne ocupăm acum de instabilitate. Dacă f: V => [R este o funcție 
Leapunov de clasă C!, notăm prin V+ orice mulțime deschisă şi conexă, 
inclusă în mulțimea deschisă 


tz fin) >0, lell < è}, 
a cărei frontieră 9V* conţine originea. 
Teoremă. Dacă există o mulțime nevidă V+ pe care Dxf >0, atunci 
punctul de echilibru a(t) = 0, te R, al sistemului (5) este instabil (fig. 4.1). 
Demonstraţie. Fie 0 < 3, < 8 și soluţia s(t, 2) cu punctul iniţial 


S E F+, ||zo|| < èj. Deoarece 0 e 9V*, este suficient să arătăm că pentru 
orice astfel de soluţie există un moment T astfel încît |e(T, 20)|| = è. 

Presupunem contrariul: 3 æ(t, cz), due V+, tal] < è astfel incit 
ælt, £a)l| < 3, Yt > to. Deoarece Dxf >0 pe V+, funcţia t > f (ælt, 2)) 
este strict crescătoare și x(t, 24) e V+. De aceea, f(æ(t, 2+)) >f(£) > 0, 
Vi>î. Aceasta, împreună cu faptul că fie), lel < è, se anulează 
numai în 0e9V+, implică Dxf(æ(t, 2)) > l >0, Vi >t. Integrînd 
această inegalitate pe [tọ t], obţinem 


Fielt, z+)) > fig) + UE — to) 
şi deci lim f(æ(t, 24)) = co. Acest rezultat contrazice mărginirea funcției 
too 
z > fo), liell < 3. 
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Aplicația 4.10. Considerăm un sistem conservativ 


da 7 
Ca + gad F(a) = 0, (8) 


unde ze", iar F: R?” — R este un cimp scalar analitic într-o vecinătate a originii. Fără a 
scădea generalitatea punem presupune F(0) = 0. Acestui sistem de ordinul doi i se ataşează, în 
spațiul fazelor (x, dx/dt) e R°”, un sistem hamiltonian 

dry diy JF 

—— == Sa RL ss (9) 

d 2 dt da è 2 wS 


cu hamiltonianul 
1 n 
H(z, y) =- J o + FO). 
k=l 


Notăm X(x, y) = (—yp, OFjĝxy) și observăm că (0, 0) = 0, adică H este o funcție Leapunov, 
iar Dy H = 0, adică H este o integrală primă a sistemului (9). 

Presupunem că x = 0 este un punct de minim al lui F. Atunci x = 0, y == 0 este un punct 
de minim al lui H şi deci H (x, y) > 0 pentru (x, y) Æ (0, 0) dintr-o vecinătate a lui (0, 0). Prima 
teoremă arată că punctul de echilibru (0, 0) al sistemului (9) este stabil și deci punctul de echi- 
libru x(f) = 0, tel, al sistemului (8) este stabil. Acest rezultat este cunoscut în mecanica 
analitică ca leorema Lagrange. 

Să presupunem că x = 0 este un punct de maxim pentru F. Rezultă grad F(x) = 0 și 
reprezentind pe F ìn forma 


00 
F(x) = pÈ FUNK), m > 2, 


j=m 


unde FU) este o formă omogenă de ordinul j, în mod necesar F(™ trebuie să fie negativ definită, 
n 


Pe de altă parle, să observăm că functia Leapunov, definită prin g(x, y) = — Y TEYK, Satis- 
k=l 
face 
n Li > n n n 
âg OF ðg ă ôF 
pam Vida + Aroan a Am de De a ma aig 
Px PX Ora A Op Oy A á PX dz A z : 


unde termenii nescrişi sint polinoame omogene în (x, ..., Xn) de grad mai mare decit m. Astfel 
Dyg este pozitiv definită pe o vecinătate a originii. În particular, ea este pozitiv definită şi 
pe componenta conexă V+ care conține punctul (a,..., a), a> 0, a mulţimii de puncte pe care 
g este strict pozitivă. Conform ultimei teoreme, punctul de echilibru (0, 0) al sistemului (9) este 
instabil şi deci punctul de maxim x = 0 al lui F generează un punct de echilibru instabil al sis- 
temului (8). 


4.6. Probleme propuse 


1. Să se cerceteze stabilitatea punctelor de echilibru ale sistemelor : 


dz dy dz 
1) — = —g + —— = 8e — y + az, — = By — z 
) di AY a ţ Y o ET By : 
dz dy dz 
2) — = — x + ay + Bz, = —ar — J + a, — = —Bxr— ay — 
) ăi ay + B EFT y ET g zY — 2, 


un ĉe « şi B sînt parametri reali. 
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2. Să se clasifice punctele de echilibru ale următoarelor sisteme : 


1) = = —az + (a — 1)y, = =p] 

2) Z- — g + ay Y =b% — J; 

3) Z= — aa tay = &— 1; 

4) = = y + ax (x? + y’), A =—g + ay(æ? + 72), 


unde a şi b sînt parametri reali. 


3. Utilizind aproximarea liniară, să se testeze stabilitatea punctelor 
de echilibru ale următoarelor sisteme diferenţiale : 


ae = ln(e + ax) — e e =2e77—\/4 -- ay | ar = e7+w — cos 32% 


dt (i 
dy dy | dy — 

— = bg + tei —* = ln(1 49ra — = V4 + 8g — 2e 
dt + tgy, dt (14 +ay) dt y -4 


4, Să se cerceteze stabilitatea punctelor de echilibru ale sistemelor 
diferențiale următoare, fixînd drept funcții Leapunov polinoame omogene 
convenabile : 


dr dz hy g? dz 
—=y+a E ji rea E2 — y3 — 5 
Final A cil, dt Tia m € 

} ? ? 

"dy dy y y’? dy 

—— = —g + y? — = g — 4 — S =g yY? t 
at a a 3 f dt AOE 


Indicație. f(x,y) = x? + y?, instabil; f(x, y) = x?+y°?, asimptotic stabil; stabil. 


5. Să se cerceteze stabilitatea punctului de echilibru (0, 0) al siste- 
mului diferențial 


dr dy 
— =y — agla? + y? — = — g — y(x? + y’). 
a? ( Pho ag y( y’) 


Indicație f(x,y) = x? + y? este o funcție Leapunov. 


6. Aceeaşi problemă pentru sistemele 


SR e San g 2 

di dt # 
? 

AV — pe-a — yo tg T. —2ay 

dt dt 
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Indica ţie. f(x,y) = — 239 + 3ay” poate fi folosită ca funcţie Leapunov. 


7. Se consideră sistemul 


d 0 0  — 
na Az, A =|o 2 oj. 
di A 
4 "0 —8 


1) Să se construiască o funcție Leapunov f pentru care Darf = 
-= — la? si să se arate că punctul de echilibru æ = 0 este instabil. 
2) Să se arate că dacă (x) < 0, atunci lim ||æ (t, æ) = 
t 


->00 
3) Ipoteza (xo) >0 implică lim |jæ(t, sọ) || = oo? 
t= 00 
8. Fie X un cîmp vectorial de clasă 0t pe R” cu proprietatea 
(7, X(2)) <0, Y x e R”. Să se arate că X(0) = 0, punctul de echilibru 2=—0 
> „dr zi agita a 3 i z 
-al sistemului m = X(2) este stabil şi liniile de cîmp ale lui X sînt măr- 
( p 
-ginite. 
Indicație. f(x) = ||x||* este funcţie Leapunov. 
9. Un sistem mecanic cu un grad de libertate, cu masa m, acţionat de 
o forţă perturbatoare armonică are caracteristica elastică 
E, &, dacă —a < æ sa, 
F2) = {kw + (kı — ha) a, deacă æ > a, 
kax — (kı — ka) a, dacă z < —a. 
Să se studieze stabilitatea mişcării sistemului. 
Indicație. mg + [(a) = Fy cos (ot + 9). Notind y = b sin (wi -+ o), găsim i = 


1 F P 
= — 2) + Pen j = —o*y. Punem T= ty T = Tp Y = Ty Ù = Ty 


10. Să se demonstreze că pentru un sistem hamiltonian nu pot exista, 
“în spaţiul fazelor, puncte de echilibru asimptotic stabile sau cicluri limită 
asimptotic stabile. 


Indicație. Se foloseşte aproximarea liniară. 


11. Rostogolirea unui disc circular pe un plan orizontal este dată de 
-sistemul diferențial [70] 


dð dr 
nen za l 
di p, (Y ir PA, 
(e + 1) 12 A VEE T E AE O T 
di a 
d 
să = — p(ag ctg 6 — yr), 


“unde g este acceleraţia gravitaţională, iar œ, y, a sînt parametri reali. 
:Să se cerceteze stabilitatea punctelor de echilibru. 
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5. SISTEME POTENȚIALE ȘI TEORIA CATASTROFELOR 


Liniile de gradient ale unui cimp scalar f nu pot fi curbe închise decit în cazul în care: 
se reduc la puncte de echilibru. Acestea sint traiectorii ortogonale hipersuprateţelor de nivel 
constant ale cimpului scalar f și de-a lungul lor f crește cel mai repede. Dacă potenţialul f“ 
este o funcție subarmonică, adică Af > 0, atunci curentul generat de grad f mărește volumul 
(v. 5.1). 

Clasificarea potenţialelor cu cel mult patru parametri implică o clasificare a sistemelor- 
diferențiale potenţiale corespunzătoare, iar noțiunile din teoria catastrofelor elementare dezvă-- 
luie noi posibilităţi privind studiul liniilor de gradient (v. 5.2). 

Liniile de gradient ale faldului (v. 5.3), întoarcerii (v. 5.4), rindunicii (v. 5.5) și fluturelui 


dz 
(v. 5.6) sint soluţii ale unor ecuații diferenţiale cu variabile separabile E = P(x), unde: 


P(x) este respectiv un polinom de gradul doi, trei, patru și cinci. Dacă zg nu este un punct de- 
x 


d 
echilibru, atunci soluția determinată de condițiile inițiale (4, 29) este t — tọ = | RT 
u 
o 
lod 
d 
Dacă xo este astfel încit [zg, 00) nu conține zerouri ale lui P, atunci integrata | 225 
u 


"5 
este convergentă. În probleme de mișcare acest fapt pune în evidență că particula se mișcă la: 
infinit într-un timp finit (în viitor) sau vine de la infinit într-un timp finit (în trecut). 
b 


du 
) este o integrală improprie- 
u 


Dacă peintervalul [xp b] există un zero allui P, atunci | 


20 
de a doua speţă, divergentă ; in problemele concrete această integrală se poate folosi ca atare 
sau prin valoarea sa principală. 
Punctele de echilibru ale gradientului ombilicului eliptic (v. 5.7), ombilicului hiperbolice 
(v. 5.8) și ombilicului parabolic (v. 5.9) pot fi atractori, noduri proprii, noduri improprii și 
puncte șa, fie asimptotic stabile, fie instabile. 

Problemele propuse în 5.10 se referă la fixarea direcției celei mai rapide creșteri, determi- 
narea curenților generați de gimpuri vectoriale potenţiale și cercetarea stabilității punctelor de 
echilibru ale sistemelor potenţiale. 

Conceptele matematice prezentate în acest capitol și în capitolul 7 au aplicaţii în cosmolo- 
gie, colapsul gravitațional al stelelor, termodinamică, teoria structurilor elastice [23], rezonanţa 
neliniară a sistemelor mecanice, instabilitatea reţelelor electrice, instabilitatea sistemelor hidro-- 
dinamice, cristalografie, navigaţie, biologie, psibologie, formarea cicloanelor, crizele economice, : 
căderea burselor, creșterea haotică a orașelor, schimbările de opinie publică etc. 
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5.1. Puncte critice şi linii de gradient 


Fie D o mulţime deschisă din R” şi f: D — R un cimp scalar de clasă 
"01. Zerourile gradientului lui f, adică soluţiile sistemului 


d 

—— (gx fii = 

în (Eir e a) = 0, 

Ee (a e-e Du) = eD, (1) 
o 

Al (21, ? Ta) =0 

Tn 


se numesc puncte critice ale funcției f. Dacă vy este un punct critic al lui f, 
atunci numărul f(x) se numeşte valoarea critică a lui f. Pentru a avea o 
imagine asupra punctelor critice ale lui f utilizăm fie forma graficului lui f 
într-o vecinătate a unui asemenea punct, fie forma mulțimilor de nivel 
-constant ale lui f. Hiperplanul tangent la graficul lui f în punctul (£o, f(2%)), 
Lo fiind punet critic, este un hiperplan orizontal. 


Teorema Fermat. Dacă f: D —> R este un oîmp scalar de clasă 0! 
și æE D este un punct de extrem local, atunci Vf(2) = 0, adică xy este un 
punct critic al lui f. 


Demonstraţie. Fie v un vector oarecare legat în punctul gp. Fixăm 
r > 0 astfel încît f(x) — f(s) să aibă semn constant pe bila B,(x9). Funcţia 
g:(—r,7) = R, g(t) = f(a + tw) este de clasă CI şi diferența g(t) — g(0) 
are semn constant pe (—r, r). Astfel 7 = 0 este un punct de extrem local 
al lui g şi în consecinţă (teorema Fermat de la funcțiile reale de o variabilă 
reală) 0 = g'(0) = (Tild), v). Deoarece v este arbitrar rămîne că Yf(2p)=0. 


Consecinţă. Un cîmp scalar de clasă Ct pe o mulțime compactă își 
-atinge marginile sau într-un punct critic sau într-un punct de pe jrontieră. 

Teorema următoare dă o condiție suficientă pentru existența punctelor 
de extrem global. 


Teoremă. Pie D o mulţime deschisă și convexă din R", iar]: D >R 
un cîmp scalar convez (concav) de clasă C? pe D. Dacă xo este un punct critic, 
atunci 2, este un punct de minim (maxim) global. 


Demonstraţie. Ipotezele D convexă, f convexă şi diferențiabilă în 
ty ED implică 


Fito) + (7f(2o), 2 — 2o)< fla), Yæ eD. 


Dacă v, este un punet critic, adică Vf(®,) = 0, atunci f(x) < fla), vaze D 
Şi deci a, este un punct de minim global pe D 


Teoreină. Pie D o mulțime deschisă din R” și J:D >R un cîmp 
scalar de clasă 0?, p > 2. 

1) Dacă zo e D este un punoi de extrem local, atunci d:f(z)(dz) este 
(pozitiv sau negativ) semidejiniită. 

2) Fie a, un punot orâtic. Dacă A?f(x,)(dw) este pozitiv (negativ) dejinită, 
-atunci © este un punct de minim (mazim) local. 
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Demonstraţie. Pentru ambele părţi ale teoremei utilizăm formula, 
Taylor f(a) = flo) + dfizo)le — zo) -+ (U/2)ĂZfiae + z(2 — z0))(2— a), 
unde ze(0, 1). 
`- 1) Presupunem că o este un punct de extrem local, adică f(a) > 
(< )f(2o), pentru orice æ dintr-o vecinătate a lui ag. În baza teoremei Fer- 
mat ay este un punct critic, adică df(z) = 0. Din formula Taylor și din 
continuitatea diterențialei de ordinul doi rezultă că d2f(2)(dz) este pozitiv 
sau negativ semidefinită. O consecinţă imediată a acestei părţi a teoremei 
òste faptul că dacă d*f(29)(da) nu are semn constant, atunci 4, nu poate: 
ti punct de extrem local. 

2) În baza continuității, d?f va fi pozitiv (negativ) definită într-o- 
vecinătate a lui xo. De aceea formula Taylor dă f(z) > (<)f(ap) pentru 
orice x #ædintr-o vecinătate alui sọ, adică v, este unicul punet de extrem 
local. 

Fief: D — R un cimp scalar de clasă C? şi so e D un punct critic al 
lui f. Dacă forma pătratică (hessiana) d2f(a) este nedegenerată, adică 


n2 

det a (a)] # 0, atunci 4, se numeste punct critic nedegenerai. 
V: EV] 

În caz contrar æo se numeste punct critic degenerat. Punctele critice nede- 

generate sint izolate, iar diteomortismele de clasă C? păstrează calitatea de 

punct critic degenerat sau nedegenerat. 


Exemple. În cazul n = 2, originea este punct critic pentru fiecare dintre cimpurile sea- 
lare de clasă C% definite respectiv prin 


a-b pp =a? y’, a — oy, 20 — Ba, a, wyt. 


Denumirile uzuale pentru aceste tipuri de puncte critice sint respectiv punct de minim (tig.1.1),. 
punci de maxim (fig. 1.1), punct şa (fig. 1.2), punct șa maimuță (fig. 1.3), punct albie (fig. 1.4), 
şi, punct încrucișare de albii (fig. 1.5). Punetele critice ale funcţiilor <? + y°, — x? — y’, r? — p°, 
x? — Bay sint respectiv puncte critice izolate, în timp ce punctele critice ale funcțiilor x?, z?y? 
sint respectiv neizolate. De asemenea, punctele de minim, de maxim şi șa sint puncte critice- 
nedegencrate, iar punctele șa maimuţă, albie și încrucișare de albii sint puncte critice degenerate. 


Fie X = (X, ..-, £n) un cîmp vectorial de clasă C! pe D, căruia îi 
ataşăm sistemul diferențial 
da, R dz 
— = Zla). = a). 2 
ai A J 3 dt pi ) ( ) 
Dacă X este un cimp potenţial pe D, atunci sistemul diferenţial (2) se 
numeşte sistem potențial. Potenţialul f: D > R al lui X se numeşte po- 
tențialul sistemului diferențial (2). Deoarece X = grad f, sistemul potenţial 
se scrie în iorma 


da of r) KEZI ze of (æ). (3) 


= Ohstay 


di n TRTA sp ata 


Soluţiile unui sistem potenţial (3) se mai numesc şi linii de gradient. ale- 
lui j. Teorema care urmează arată că liniile de gradient diferite de punctele 
de echilibru nu pot fi curbe închise. 

Mulțimea punctelor de echilibru ale sistemului diferenţial (3) coincide- 
cu mulțimea punctelor critice ale potenţialului, f, fiind descrisă de sis- 
temul algebrice (1). 
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Fie «: I — D o linie de gradient ṣi h: I —> [R, h = f o a. Găsim 


Ah ye a UE (8) a t = 


di dz, di Eta d 
= ||grad f(a(i)) |? > 0, vitel. 

Astfel }% este o funcție monoton crescătoare, adică valorile lui f crese de-a 
lungul oricărei linii de gradient (şi evident deserese pe linia opusă). In 
plus, rezultatele din 1,4 arată că, curbele de-a lungul cărora f creşte cel mai 
repede sînt liniile de gradient ale lui f. Într- -adevăr, dacă a: (@, b) > D 
este o linie de gradient a lui f şi 8 : (6, d) = D este o curbă oarecare de clasă 
C! astfel încît B(So) = alio), So € (6, d); to € (@, b). şi |i&'(3)ll = lati) 
(aceeaşi viteză), atunci 


Ly PHS) = (Y7f(8(80)), 850) < I VF = 


= (Vflaxlto)) a'(t)) = Er (fo a) (to) 


(viteza de creştere a lui f pe curba. £ nu depăşeşte viteza de creştere 
pe curba g). 


Teoremă. Fie a: I — D o linie de gradient a luă f. 1) Orbita (1) este 
orlogonală hipersuprafetelor de nivel constant ale lui ]. 2) Dacă I = Lig, 00) 
și există lira xli) = a, e D, atunci œ, este un punct critie al lui f [punot de 


echilibru i sistemului dijerențial (3)]. 

3) a nu poate fi o curbă închisă decit în cazul în care este un punct de 
echilibru. 

Demonstraţie. 2) Această afirmație poate fi privită ca o consecinţă a 
teoremei din 4.1. Preterăm însă demonstraţia directă. Fie = fe e. Bvident 
lim A(t) = f(x). Atunci 4 
t>o è 


1 + 
Fir) — Fielt) =lim (Mi — ht) = tmf h'(bdt = tim į [grad Falt)? dt = 
i= t= t= < 


5 în 
co 


= et (alb) eat. 


Convergenţa integralei si im |grad falt)? = grad fa)? implică 


» 


llerad fedl = 0 și deci grad K 2), = 0, adică x, este un punct critic 
al lui f. 

3) Fie I = [a,b] sia: [a,b] — Do linie de gradient închisă, adică 
ala) = a(b), care nu este un punet de echilibru. Utilizind funcția h = 
= fog: la, b] > R, găsim contradicţia 

b 


0 = h(a) — hlb) =à ro dt = ( 1era fiat) 2 at >0. 


a 
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Observaţie. Există cimpuri vectoriale irolaționale care au linii de cimp închise. De- 
TE —z 
exemplu, liniile de cimp ale cimpului vectorial irotațional X = aaa: = „(z,y)e 
E pi tg 
e RN ((0, 0)! sint cercuri cu centrul în origine. Aceasta pune în evidență că X nu este- 
global echivalent cu un cimp potenţial. 


Teoremă. Dacă potentialul f: D — R este o functie conveză de clasă 
02, atunci curentul ataşat sistemului (3) măreşte volumul. 


Demonstraţie. Prin ipoteză @?f(x) este pozitiv semidetinită pentru 
fiecare æ e D. Rezultă div (grad f) = urma d2f 20 (v. 1.6). 

Fie Œ un punct de echilibru al sistemului diferenţial (3). Ditferenţia-- 
bilitatea lui âf/dz; implică 


ŽL a) A - (0) + FA E ~ Coada) aha), lim Pa) =0. 


Astfel sistemului diferenţial neliniar (3) i se ataşează sistemul diferenţial 
liniar 


dr: te af . , 
—— = Ta NX w E A sai 3”). 
dt 2 az, pat 0 ia 1) j ? ( ) 


Matricea [= J (a0)] are valorile proprii reale, fiind simetrică. Aceste 
dz. 22, 

valori proprii sînt strict negative dacă și numai dacă d2/(9) este negativ 
definită (rezultă că æ, este un punet de maxim local strict al lui f). ). În. 
concluzie, dacă df(wp) este negativ definită, atunei punctul de echilibru 
& este asimptotic stabil și deci stabil. Atunci orice linie de gradient ce 
porneşte dintr-un punct suficient de apropiat de xp tinde către a. Aceste 
rezultate pot fi demonstrate independent de teoria stabilităţii. 


Teoremă. Fie D c R” o multime deschisă, f: D — R o functie de clasă 
C? şi xo e D un punct critic al lui f pentru care d:[(7a) este negativ definită. 
Dacă r > 0 este suficient de mic şi a, aparține bilei B„(29), atunci linia de 
gradient a a lui f ce pleacă la t, din œ este definită pe [t,, 00) şi lim a(t)=— o. 
00 
Demonstraţie. Fie h(t) = |a(t) — a|P/2, te lt, "r Eror a h'(t)= 
= (a h a(t) — Aa = (grad f(«(?)), a(t) — £) = afla (a(t) — £) = 
= (afla) — afero) lalt) xo) = Afla) — to, afd) — pr — 6 || a(t)— 
— Toll? e>0. 
Altfel seris k'(t) <— ch(t) ea ln h(8) —Inh(4)s — c(t— h). Relaţiile 0< 
< h(t) < k(t jett, t e [t 00), implică Tan h(t) = 0, adică lim a(t) = £o- 
Io 
A rămas să arătăm că soluţia æ(t, eg ne B,(8) se prelungeşte în 
viitor nemărginit. Pentru aceasta considerăm mulţimea compactă (cilindru) 
A = B-(29) X [t, Pe RL. Conform teoremei de prelungire (v. 3.1), 
alt, xı) se poate prelungi în viitor pînă la frontiera 24. Soluţia nu poate 
ajunge la dB,(29) deoarece +: fti, T] > R este o funcţie descrescătoare ș 
ămiîne că s(t, ,) se poate prelungi pină la capacul t = T care este arbitrar 
și independent de B(s). 
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Exemple. În cazul n = 2, tipurile punctelor de echilibru ale sistemelor potentiale pot fi : 
„receplor (fig. 5.1), punct de minim al potenţialului), sursă (fig. 5.2, punct de maxim al potenţia- 
ului), șa simplă (fig. 5.3), șa maimulă (fig. 5.4), dipol (fig. 5.5). Poziţiile de echilibru ale siste- 
melor potenţiale nu pot fi puncte de rotaţie. 


y Pa 


Fig. 5.1 Fig. 5.2 Fig. 5.3 Fig. 5.4 Fig. 5.5 
Comentariu. 1) Presupunem n = 1. Sistemul potenţial (3) se reduce la ecuația diferen- 
dz 
ţială cu variabile separabile Fa ["(x). Liniile de gradient ale lui f privite ca orbite sint 


intervalele orientate de creştere ale funcţiei f sau zerouri ale lui f” ; privite ca funcţii sint para- 

metrizări speciale ale acestor intervale de creștere sau poziții de echilibru. Dacă 2 nu este un 

punct de echilibru, atunci soluția fixală de condiţiile (fọ xo) a ecuaţiei diferenţiale precedente 
x 


f(u) 


du 
este £ — fj = | . De aici rezultă o metodă pentru stabilirea intervalelor de monotonie 


x 
ale unci funcții f cel puțin de clasă C! : zerourile lui f” se află printre extremitățile finite, iar 
sensul de creștere sau descreştere pe fiecare intervalse fixează prin cel puļin două valori ale pri- 
mitivei (obţinute prin metode numerice sau exacte). Dacă xo este un punct de echilibru al ecua- 


dr dr 
tiei diferențiale E = f(x), atunci ecuaţia diferențială liniară asociată mit =r a 
c 


2) Explicaţiile se referă la liniile de cimp ale lui grad f. Din acestea sau direct rezultă 
proprietăți analoage pentru liniile de cimp ale lui — grad f. 
3) Aspectele teorelice prezentate stau la baza metodelor numerice de tip gradient pentru 
determinarea punctelor crilice (şi deci și a punctelor de extrem) ale cimpurilor scalare [61]. 
Aplicația 5.1. Presupunem că mişcarea unei particule in R? este descrisă de sistemul 
potențial 


Să se arate că: 
1) dacă două dintre numerele z(0), 4(0), z(0) sint nule, atunci particula nu se mișcă; 
2) dacă z(0) = y(0) = 1, 2(0) = — 1, atunci traiectoria mișcării are ecuaţiile parametrice 


g= seci, y = seci, T= tgi, tA E + 1)r 2, ke Z; 


3) dacă (0) = g(0) = 1, 2(0) = —1, atunci traiectoria mişcării are ecuaţiile para- 
metrice 
i 1 3 £ 
z= — = — Z 5 [Á —— — f 
Er te 2 ia dp” å 


4) dacă cel puțin două dintre valorile 2(0), y(0), =(0) sint diferite de zero, atunci sau parti- 
cula se mișcă la infinit într-un timp finit (în viitor) sau vine de la infinit într-un timp finit 
(în trecut). 

Rezolvare. Se observă că (yz, zx, xy) admite potenţialul f:R?— R, f(x,y, z)= xyz. 
Hipersuprateţele de nivel constant diferit de zero ataşate lui f sint hipersuprafețe Tiţeica. 

1) Axele Oz, Oy, 02 sint alcătuite din puncte de echilibru. 
dr d z 
2; 33 Din — = kA = — găsim ecuaţiile carleziene implicite ale familiei de tra- 
yz zx x 
iectorii, 3? — y? = kp a? — 7 = ka. Din condițiile iniţiale se determină constantele ky, ka și 
apoi se verilică parametrizările propuse. 
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4) Din aa'= yy’ = z7 rezultă a? — & = y? — ca = 22 — eg. Presupunem c > t > G= 


i dz r 

= 0. Deci Zeps şi 2=a2—c4=y2—c3; cp ca 0; i + VE ez? + cp) 
dz Po 
Pentru simplificare presupunem 2(0)>=0 şi e = Ye -t- Caz? + ea). Rezultă (2) = 
z co 

du E du = 

= | TR și lim i(2) = \ este finită (deoarece integrala, 
Var e -H e) z> VU + cau? + ca) 


=(0) 210) 
este convergentă). 


Sisteme potenţiale şi catastrofe elementare 


Fie f : [R”X R” > R, (x, c) > f(x, c)o funcție diterenţiabilă. [R” este: 
numit spatiul stărilor, iar [R” este numit spațiul de control. 

Fie c un punct din R”. Restricţia lui f la R” x {c}, adică funcția 
parțială x > fe) se notează cu f. şi se numeşte potenţial. Astfel, f poate fi 
gîndită ca o familie de potențiale. 

Potențialului f. i se ataşează sistemul diferențial 

ao, do P) eaa ha PEE A (4} 


dt êw di az 


Mulțimea M a punctelor de echilibru ale sistemului (4) coincide cu 
mulţimea punctelor critice ale familiei de potenţiale fe şi ca submulțime 
alui R” x R” este descrisă de ecuaţiile 


ofe Ofe 
Bfe ra= o, ...}3 s (2) = 0; D= (My saca a) ep", e ER 


ot Fa 


Această mulţime se numeşte mulțimea catastrofă asociată potențialelor 
f. sau mulţimea de echilibru a sistemului (2). Ea nu este o subvarietate de 
dimensiune m a lui R” x R” decit dacă f are anumite proprietăţi care sint 
îndeplinite în cazuri particulare (este suficient să funcționeze teorema func- 
țiilor implicite). 

Fie z: R” x R” — R” proiecția naturală detinită prin z(z,0) = c. 
Restricţia lui z la M se notează cu X și se numeste aplicația catastrofă. 

Submulţimea S a lui M formată din punctele singulare (critice) ale 
aplicaţiei catastrofă X : M — R”, adică din punctele în care rangul matricei 
jacobian J(y%) este mai mie decît m, se numește mulțimea singularităților. 
Imaginea B = y(S)c R” este numită multimea bifurcaţic. Aceasta este 
observabilă direct aflindu-se în spaţiul de control. 

Explicitînd jacobianul lui y, se constată că S este de fapt mulțimea 
punctelor (w, c)e M care sînt puncte critice degenerate pentru functia 
æ — fi). Gu alte cuvinte, 


g: 2: (2) = 0, als a = o, det [~À Dfe t) = 0. 
J 


dt Ln öv i a. Y 


Rezultă că B este mulţimea pe care numărul şi natura punctelor critice ale 
lui æ > f(x), sau de echilibru pentru sistemul (4), se schimbă. Teoria 
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stabilităţii structurale a funcţiilor Morse arată că o asemenea schimbare 
pentru v > fa) poate să aibă loc numai dacă se trece printr-un punct 
critic degenerat. Punctelor critice degenerate ale funcției æ = fe(æ) le 
corespund puncte ale graficului acestei funcții în care curbura Gauss- 
Kronecker, 


z 2%fe sia 

E= atf] [a +v, 
didt; 

este nulä. 

Termenul de catastrofă este utilizat ca sinonim pentru „punct din 8” 
cu scopul de a sugera că o variaţie netedă în spațiul de control determină 
o schimbare discontinuă (un salt) în spațiul stărilor. Saltul înseamnă tre- 
cerea de la un punct de minim la un punet de maxim (sau invers) ale funcției 
æ — f(x) sau trecerea de la o soluție a sistemului (4) la altă soluție care 
nu mai este topologie echivalentă cu prima. Precizăm că sistemele diferen- 
tiale potențiale nu oscilează niciodată și singurele salturi care pot să apară 
la un asemenea sistem sint acelea asociate cu o schimbare a numărului de 
puncte de echilibru. 

Teoria generală arată că familiile de funcţii pot fi clasificate astfel 
încît structura punctelor critice să nu fie afectată calitativ de schimbări 
potrivite de coordonate. În particular aproape toate familiile, cu m < 4 
parametri, de funcţii reale diferenţiabile definite pe [R”, sînt structural 
stabile și sînt echivalente în vecinătatea oricărui punct ca una dintre urmă- 
toarele forme [54]; 

1) necritică, zu 

l-șa Morse, x? 4- ... + 7 — tfa — ... — 22, 0slsn. 

(Aceste două tipuri nu sînt forme catastrofă, întrucit nu au puncte critice 
degenerate şi rămin neschimbate în raport cu variațiile din spaţiul de control. 
Toate cele care urmează posedă puncte critice degenerate, depind de varia- 
Dilele de control și deci sînt forme catastrofă.) 


2) catastrofe  cuspidale 


$ 
fadul, -ri + ae, + (M), 
9 


x 1 1 ; ae că 
întoarcere, + ($ xi + =, Ca? + Că, ) + (H), 


= 


n å 1 e N: 
rîndunice, >- af + ET mA = R + est + (M), 
2 - 


à Jei C e oy 

j pila da be cb a a SE a 8. m s EESE A 
fluturele + F zi — A zi — 3 zi + 2 a + cau) + (M); 
3) catastrofe ombilicale 
ombilicul eliptic, ai — 32 — cj(a3 + 23) + cot, + Ga + (N), 


ombilicul hiperbolic, si + £3 + Gita + Cotta + Cata + (N), 


ombilicul parabolic, + (fx, + £3 + awi + t3 + catty + Cata) + (N), 
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unde (£i; ..., La) ER”, (Ci <. -, Cm) e R”, M< 4, (M)indicăo funcţie (Morse) 
de forma 


D si Ha — Ta — onn — a L< ele 
iar (N) indică o funcție (Morse) de forma 


2 t 2 n2 
T3 t e.. H E — Ti — eee — Li 2slsn, 


Denumirile respective au fost sugerate de geometriile caracteristice 
fiecărui tip în parte şi se folosesc atit pentru familia de funcţii, cît şi pentru 
punctele critice degenerate corespunzătoare. Semnele + indică posibilităţi 
duale şi se lasă de o parte întrucît geometria celor două situaţii este esenţial 
aceeași. Lăsind de o parte şi formula (1) și termenii (M), respectiv (N), 
obținem șapte tipuri de familii de funcții numite pe scurt catastrofe ele- 
mentare. Acestea conţin subeatastrote, diagrama de subordonare fiind 
următoarea. : 


fluture — rindunică — întoarcere — fald — (Morse) 


Li LA 


7 
ombilie parabolic — ombilic eliptice = 


X ombilic hiperbolice 


5.3. Liniile de gradient ale faldului 


Considerăm potentialul fald  — fa(2) = Zas + az, unde a este un 


parametru real. Liniile de gradient ale acestui potențial sìnt date de ecuația 
diferențială cu variabile separabile 


— =g? ta. (5) 


Privite ca orbite, liniile de gradient ale lui f, sînt intervalele orientate pe 
care f, creşte sau soluții ale ecuației x? -+ a = 0. Rezultă mulțimea de 
echilibru M : z? + a = 0 (parabolă), care poate fi privită şi ca imginea 
hărții œ: s = t, a = —t, te R. Deducem că expresia în coordonate a 
aplicației catastrofă este yo alt) = —t, cu un singur punct critic t = 0. 
De aceea y are punctul critic (0, 0) şi deci S = {(0, 0)} este mulțimea singu- 
larităților, iar B = y({(0,0)}) = {0} este mulțimea bifurcației. 

Fie a >0. Atunci ecuația diferențială (5) nu admite puncte de echi- 
libru, iar soluția generală este 


æ = Va tgYalt -+ 0), te RN {(2k + 1) z/(2Va), k e Z}. 
Soluția fixată a condiţiile iniţiale (tọ, 70), deci cu 
TD 


1 A a Be 
0.= "F ma tg 20 tọ, are graficul din fig. 5.6. 
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Fie a = 0. Atunci e = 0 este singurul punct de echilibru şi 2 = 
= — 1/(t 4-0), te RN{— C}, este soluția generală. Evident punctul de echi- 
libru nu mia fi o valoare iniţială a soluţiilor provenite din soluţia generală. 
Pentru fig. 5.7 constanta 0 s-a fixat prin condiţiile iniţiale (tọ, £o) și deci 


0 = — E. SE to Notăm æ(t, xo) = —1/(t — to — 1/79) ; punctul de echilibru 
Lo 


Fig. 5.6 


g = 0 este stabil și asimptotie stabil deoarece lim æ(t, 2) = 0, Vt e[t, 00) 


290 

și lim æ(t, æ) = 0. 

i= 

Fie a < 0. Atunci ecuația diferențială (5) admite două puncte de echi- 
libru æ = + V—a, iar soluția generală este 

g= — V—a cth V —a alt + Ci) pentru ve(— oo, =V U (=a a, 00) si 

æ Dr = th | —a (t + 0,)pentru ze t= „V=a). Dind condițiile inițiale 
(lo; To) care determină soluția m(t) a ecuației diferențiale (5), ajungem la 
următoarele concluzii : dacă xg este un punct de echilibru, atunci æ(t) =, 
Vie; dacă zye(—oc0, —|/=a) u (—a, œ), atunci soluția z(t) are com- 


To 
=— arg cth —— =- —t; 


portarea cotangentei hiperbolice (tig. 5.8), C1 = 
dacă a, e (—\ =a, >a aha atunci soluția æ(t)are comportarea tangentei hiper- 


police (fig. 5.9), C, Aye E = — o 
-ygu 
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Punctul de echilibru e = —|/ a, a # 0,esteasimptotie stabil şi deci 
stabil, deoarece (v. 5.1) 


de er E oaza 
da? 


De asemenea, observăm că lim z(î, 2) = Vi vte(—o0, to], lim æ(t, 29) = 
ape i—=—00 
xp —a 
= Va (fapt ce ar corespunde unei „stabilități” în trecut). 

Catastrofa are loc la trecerea prin a = 0, deoarece în acest moment 
se schimbă numărul punctelor de echilibru. 

Săgeţile din fig. 5.6—5.9 indică sensul pe graficele liniilor de gradient 
şi deci sensul de creştere a lui fa. Proiectind graficele pe axa Uz, găsim 
orbitele (segmente de dreaptă) și sensul de creştere a lui f, pe aceste orbite. 
Evident, aceste rezultate se pot citi direct de pe graticul lui f, a cărui trasare 
nu ridică nici o problemă (fig. 5.10). 


i 


a>0 


5.4. Liniile de gradient ale întoarcerii 


Considerăm potențialul întoarcere æ > fals) = = zi + A (ax?) +bx, 
unde a, b sînt parametri reali. Ecuația de tipul (4) asociată cu acest poten- 
țial este o ecuație cu variabile separabile 


dr 


dł 


Mulțimea de echilibru (fig. 5.11) M : æ? + aw + b = 0, care coincide 
cu imaginea hărții r : 4 = u, a=v, b=—u5—vu, (u, v) e R?, este o suprafaţă 
riglată în R°. Expresia în coordonate a aplicației catastrofă este y o r(u,v)= 
= (v, — u? — vu) ṣi are jacobianul 

9 k = 3 jo adie. | À 
—3u2 —v —u de? jc 
P:34u?+v=0 din planul «Ov sint puncte singulare ale lui %o°r; 


= g? -+ az +b. (6) 


De aceea punctele parabolei 
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iar mulțimea singularităţilor $ este caracterizată prin æ = u, a =v, 
b = =u? — vu, 3u? + v = 0. Se observă că S este o cubică răsucită (curba 
fald) de ecuații parametrice v = ù, aq = —3u?, b = 2u?. Corespunzător, 
mulțimea bifurcație B are parametrizarea y(u, —3ut, 2u?) = (—3u2, 2u3). 
Cu alte cuvinte, B este COM semicubică de ecuaţie carteziană implicită 
4a? + 27b? = 0 (fig. 5.11). 


Fig. 5.11 


Să analizăm numărul punctelor de echilibru şi soluția generală a ecuației 
diferenţiale (6) în funcție de parametrii a și b. În acest sens facem apel 
la faptul că ecuația æ? -- aw + b = 0 are întotdeauna o soluție reală (ecua- 
ție de gradul trei în v) și natura rădăcinilor sale este dată de semnul discri- 
minantului D = 44a? + 27b?. Va rezulta că numărul punctelor de echilibru 
se schimbă la trecerea prin mulțimea bifurcație. 

Dacă D < 0, adică (a,b) aparține regiunii 
I din fig. 5.12, atunci ecuația diferențială (6) 
admite trei puncte de echilibru, fie acestea 
æ = a y= B, č = y: Soluţia generală este 
definită prin 


ja alte — pja — y- m 


=È pa Bu8- rnat dei, 


unde C este constanta arbitrară, 
Fie D = 0 şi az0 sau b # 0, adică (a, b)e Fig. 5.12 

e TU I2M(0, 0)). Ecuația in v arè trei rădăcini 

reale, una fiind dublă ; ; ecuația diferențială (6) admite două panote de 

„echilibru ZI m = 0, Da = B, iar soluția generală este definită prin 


1 
Î — l —ß =t e 
a — f a — a PE id = a— p)? stii ci dis 


unde C este constanta arbitrară. 


9 — c. 594 
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Dacă D = 0 șia = 0, b = 0, atunci e = 0 este un punct de echilibru 
triplu, iar soluția generală a ecuației (6) este definită prin — = =1+0, 
2a 


te Rħ{— C0}, unde 0 este constanta arbitrară. 

Pentru D > 0, adică pentru (a, b) apartinind regiunii II din fig. 5.12 
ecuația diferenţială (6) are un singur punct de echilibru 2, = g. Deoarece 
£? + ax b = (x — ala? -+ ax + a? + a), 3x? + 4a>0, soluţia gene- 
rală este definită prin 


g pai ea- Mee a? + a) + 
3x? +H a 2(3? + a) 
og g 
+y arctg Er | tt 0, 
t Vaza -4a |32? -4a 


unde C este constanta arbitrară. 
Orbitele (în sensul de intervale orientate pe care fe creste) se pot 
citi direct pe schița graficului lui fa (fig. 5.13). 


Uu Y Y YY 


Fig. 5.13 


li 


ar ME ii 
Fie z, un punct de echilibru. Rezultă ra fal) = 322 + a. Astfel 
gh 
ipoteza 344 + a < 0 implică stabilitatea asimptotică și deci stabilitatea 
punctului de echilibru &, (cercetează 5.1 și fig. 5.11). 


5.5. Punetele de echilibru ale gradientului rindunicii 


a P ee i A 
Fie potențialul rinđunică æ — farle) = ri + aw Ha e H cz, 
2 


unde a, b, c sint parametri reali. Liniile de gradient ale rindunicii sint solu- 
tiile ecuației diferențiale eu variabile separabile 


k par? bæ pe (7) 

d 
Mulțimea de echilibru M : af + ax? + bæ + e = 0, coincide cu ima- 
ginea hărţii r: g = u, @ = 0, ra e = — uf — ru? — wu, (u,v, w) e [R?, şi 


este o hiper suprafață riglată i in R^. Notînd cu y aplicația catastr ofă, funcția 
yer este definită prin zer(u, v, w) = (v, w, —ut —ru2 — wu). Jacobianul 
lui je? este 
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0 4-9 


E] : d? 

o o 1 = — (au + 2 p w) = — Alee. say + Acesta 
, : dg? a=y 

—4u? — 39u — w —u? —u ; ò=w 


pune în evidență că punctele suprafeţei riglate $) : 4u? + 2vu + w = 0 din 
spaţiul Owvw sint puncte singulare ale lui y < r. Alura lui Ş, este aceeași cu 
alura varietății catastrofă din fig. 5.11. Mulțimea singularităților S are 
ecuaţiile r = u, ú = v, b = w, ¢ = — ut —vu? — wu, 4u? +-2ru + w = 0, 
adică S este o suprafaţă (varietate de dimensiune 2) riglată în R? de ecuații 
parametrice v=u, a = v, b= —4u? —2vu, c = 3ut-+vu?. Multimea bitureaţie 
B este imaginea aplicației a = v, b = —4u?—2vu, e = 3u*-+vu?, (u, v) ER?. 
Deoarece rangul matricei jacobian ataşate acestei aplicații este 1 dacă și 
numai dacă 6u? + v = 0, în rest rangul fiind 2, rezultă că (—6u2, 8u, 
—3u*), u e IR, sint puncte singulare ale lui B, iar BM(—6u2, Su2, 3u*), 
u€IR) este o suprafată în [R° (această suprafată este şi riglată). 

Discutarea numărului de puncte de echilibru și explicitarea soluției 
generale în funcţie de parametrii 4, b, e sint clare din punct de vedere teo- 
retic, dar anevoioase din punctul de vedere al calculelor analitice. De aceea 
le ocolim, punetind doar faptul că la trecerea prin B se schimbă numărul 
punctelor de echilibru. 


s SE > dă 
Fie «, un punct de echilibru şi Ser (a) = 409 + 2aæ, + b. Dacă 
ar“ 


4x3 + 2axp +b < 0, atunci punctul de echilibru s, este asimptotic 


j 


stabil şi deci stabil. 


5.6. Punctele de echilibru ale gradientului îluturelui 


r $ b a 
Potenţialul fluture este 2 — fasal) = —at + ri pt + ră pa £ æ?+ds, 
6 2 


unde a, b, c, d sint parametri reali şi lui i se asociază ecuația diferențială 
cu variabile separabile 


dz = i-am 4+bo-4teoz-ld. (3) 
di 


Mulțimea de echilibru M: 45 -+ ax? + bæ? — cx +- d= 0 este o 
hipersuprafață riglată în R5. Harta a cărei imagine acoperă pe M este 
f, z a > : . 
(£, Y, b, e) — (£, Y, b,e, —a5—ax5 — by? — ex). Dacă gesteaplicaţie catas- 
trofă, atunci per (2, y, b,c) = (4, b, €, —a5 — ax” — ba? — cx). Funcţia yor 
are jacobianul 


(H 1 0 0 
0 0 1 0 d: 
= Bat A+ 3ag? + 2br+e= (a 
5 i “a F ; FIE Javea (2) 
—5rt — 3ar? — br — e =? =at g 


Rezultă mulțimea singularităților S: æ- ax? -b bg? + ev +d = 0, 
Dat A+ Bax? + 2bw + ¢ = 0 (varietate riglată de dimensiune 3 în [R) 
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şi mulțimea bifureaţie B:c = — dai — Bag? — 2ba, d = 45 + 2ag? + 
+ ba?. Dar, aplicaţiei (x, y, b) > (e, d)iseatașează matricea jacobian 


J= | 20x1 — Gaz? — 2b — 3r? — pi 
20x4 — baz? + 2br 23 ey 
avind 
0 pentru æ = 0 çi b = 0 
rang J = }1 pentru z =0 şib #0 
2 pentru æ # 0 şi b oarecare. 


De aceea elementele mulțimii ((a, b, 0, 0)! (a,b) e R?} sînt puncte singulare 
on lui B, iar BN{(a, b, 0, 0)| (a, b) € R°} este o hipersuprafaţă (riglată) 
n RS 

Deși teoretie evidente, discutarea numărului de puncte de echilibru 
și explicitarea soluţiei generale în funcţie de parametrii a, b, c sînt greoaie 
din punctul de vedere al calculelor. Catastrofa apare la trecerea prin B, 
deoarece în acest moment se schimbă numărul punctelor de echilibru. 


2 
Fie g un punct de echilibru și Hn (29) = xå + 3ax? + 2bz + 
g 


+ e < 0. Atunci punctul de echilibru z, este asimptotic stabil și deci stabil. 


5.7. Punctele de echilibru ale gradientului ombilicului eliptice 


Potențialul ombilic eliptic este (æ, y) > fade, y) = æ? — 3y? + 
+ a(x? + y?) - be + cy, unde a, b, c sint parametri reali. Acestuia i se 
ataşează sistemul potențial 
S = 392 — 3y? + 2a2 + ni = —6ry + 2ay + c (9) 
; € 


Mulțimea de echilibru M : 3? — 3y? -+ 2a + b = 0, —6xy +-2ay + 
+ e = Veste acoperită în întregime de imaginea hărţii (æ, y, 4) 5 (7, Y, d 
3 (y? — æ?) — Zav, Gxy — Zay}. Astfel M este o varietate riglată de dimen- 
siunea 3 în [RE 

Notăm prin y aplicaţia catastrofă. Atunci funcţia yor este definită 
prin xor(z, y, c)= (a, 3(y2 — x?) — 2az, Gay — 2ay). Acesteia i se 
atașează jacobianul 
0 0 1 | 


= 4[a? — Qe? + p°). 


| 
| 
| =— őr — 2a ôy —2z 


êy 6x — 2a —2y 
Astfel punctele conului circular drept E: æ? + y? = = (fig. 5.14) sînt 
punctele singulare ale lui ger. 
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Mulțimea S a singularităţilor Imi y are ecuațiile carteziene impli- 
cite 3(æ? — y?) + 2ax + b=0, —6sy + 2ay + c =0, x? + y? = a2/9. 
Deoarece gradienții (6% + 2a, —6y, 27, 1, 0) (—6y, — 6x 2a, 2y, 0, 1), 

2x, 2y — 2a]9, 0. 0) sînt liniar 

independenţi în fiecare punct al Intoarcere 

lui S în afară de (0, 0, 0, 0, 
9), rezultă că SN{(0, 0, 0, 0, 0)} 
este o varietate diferențiabilă de 
dimensiune 2 în [R5. 

Să privim acum conul cir- 
cular drept X: æ? + y? = a*/9 
ca fiind imaginea aplicației 


(a, 0) > (i cos 9, F sin 0, a), 


(a, 0) e R?. Atunci mulțimea bitur- 
caţie B este caracterizată prin ecuaţiile 


a? 2 Q2 iu r 
b = — — (còs 20 + 2 cos 0), c = — (sin 20 — 2 sin 0). 
3 z 


4a 


9 
De aceea punctele pentru care a = 0 (originea) sau cos 30 = 1, adică 0 = 
AT a ` i -i 
Ki sînt puncte singulare ale lui B. Restul mulțimii B este o 


| 3 
Jacobianul ataşat aplicaţiei (a, 0)— (b, e) are expresia (| — cos 38). 


27 
=> 0, a , 
suprafată în [R?. 
Punctele de echilibru ale sistemului diferențial (9) sînt generate de 


2 Piz 
intersecțiile a două familii de hiperbole ( z-+- s) E pes o 


=0, res- 
pectiv —6xy + 2ay + c = 0. Dacă (£o, Yo) este un punct de echilibru, atunci 
sistemul diferențial liniar asociat lui (9) este 


as = (629 + 20)(2 — 20) — 6yol(y — Yo), = = — 6yo(2 — 29) + 


+(— 62o + 20)(y — Yo). (9°) 


Matricea simetrică asociată acestui sistem are ecuația caracteristică 
N — Ba + y = 0, unde 8 = 4a, y = 4a? — 36x3 — 3694. Valorile pro- 
prii à = 2a + 6/a2 + Y, da = 2a — 6 Vaz y} ale acestei matrice sînt 
reale şili seasociază întotdeauna doi vectori proprii liniar independenţi. 

Punctul de echilibru (£o, Yọ) al sistemului diferențial (9) poate fi 
atractor, nod propriu, nod impropriu sau punct șa. În ceea ee priveşte 
stabilitatea acestui punct de echilibru sînt adevărate următoarele pro- 
poziții : 

1) dacă a >0, a? — 9 (x3 — y) >0, stunci (£o, Yọ) este un nod 
instabil ; 

:2) dacă a < 0, a? — 9 (£3 + y3) > 0, atunci (£o; Yo) este un nod (stabil 
și) asimptotic stabil; : 
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3) dacă a? — A(s} + ys) <0, atunci (So, Yọ) este un punct şa 
(instabil) ; 


4) dacă so = Yo = 0, a < 0, atunci (0, 0) este un nod propriu (stabil 
şi asimptotic stabil; 

5) dacă so = Yọ = 0, a > 0, atunci (0, 0) este un nod propriu instabil. 

Evident condiţiile din 2) şi 4) sînt echivalente cu faptul că fane 


Yo) = (a + 329) dz? — 6yo dedy + (a — 329) dy? este negativ definită. 
De asemenea reamintim că stabilitatea asimptotică şi instabilitatea 
de la sistemul diferențial liniar (9) se transferă la sistemul diferențial ini- 
țial (9). 

Catastrofa are loc la trecerea prin mulțimea bifurcație. 

În final observăm că div grad fawo = ta. De aceea curentul generat 
de grad fa: micşorează aria sau o măreşte după cum æ < 0, respectiv a > 0. 
Curentul păstrează aria dacă a = 0. 


5.8. Punctele de echilibru ale gradientului ombilicului hiperbolice 


Potenţialul ombilie hiperbolice este (æ, y) —> favel, y) = £? + y? + 
+ axy + bæ + cy, unde a, b, c sînt parametri reali. Acestuia îi corespunde 
sistemul potențial 


de dy 
— = 3r? + ay +b, —— = 3y? +H ar +e. (10) 
EP + ay +b, dr y 

Mulțimea de echilibru M : 3%? + ay + b = 0, 347 + ax + c = 0, este 
o varietate riglată de dimensiune 3 în [R5. Ea se confundă cu imaginea 
hărţii (®, y, 4) sa (8, ya, — 3L? — ay, —3y? — ax). 

Dacă y este aplicația catastrofă, atunci jacobianul lui y = r are expresia 


0 0 1 
— 62 —a —y | = 36 sy “i de 
—a —6y  —z 


Astfel mulțimea punctelor singulare ale lui yor este conul È : 36 gy = 0. 

Mulțimea singularităţilor lui y este Ș : 3%? + ay + b = 0, 34? -- ax + 
+ 0 = 0, 36 vy = a2. Deoarece gradienţii (6%, a, Y, 1, 0), (a, 6y, æ 0,1), 
(36 y, 36 g, —2a, 0, 0) sînt liniar independenţi în fiecare punct al lui S 
exceptînd punctul (0, '0, 0, 0, 0), rezultă că SN((0, 0, 0, 0,0)! este o varietate 
diferențiabilă de dimensiune 2 în R5. Mulțimea bifurcație este B = 
= x(5) = {(a, b, o)la = +6 Vay, b=—32276/2y y, c= — 3y? F Vaya). 
Exceptînd punctele singulare (punctele în care a, b, e nu sînt diferențiabile 
şi punctele în care matricea jacobian asociată nu are rangul doi), restul 
din B este o suprafaţă în [R?. 

Punctele de echilibru ale sistemului (10) sînt; generate de intersecțiile 
familiilor de parabole 3%? +- ay + b = 0 (cu axa verticală) şi 3y? + ax + 
+c = 0 (cu axa orizontală). Notind cu (£o, Yọ) un punct de echilibru, 
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găsim sistemul diferenţial liniar asociat 


de d P 
SS > Gahe — 20) + a (y — Yo), = = ale — 0) + yoly — Yo). (10) 


Matricea sistemului (10”) este simetrică. De aceea ea admite valori proprii 
reale și este diagonalizabilă. Din ecuația caracteristică àa? — BA- y= 0, 
B = (£o + Yo), Y = 362o — 02, găsim valorile proprii 


M = 3 (2o + Yo) + VNE — Yo)? 02,32 = 3 (£o + Yo) — VIl To — Yo) F a. 


Punctul de echilibru (£o, Yọ) al sistemului (10) poate fi atractor, nod 
propriu, nod impropriu sau punct șa, avind una din comportările urmă- 
toare : 

1) dacă zo + Yo>0, 36 zoo — a° > 0, atunci (o, Yo) este nod 
instabil ; 

2) dacă £o + Yo < 0, 36 Loyo — > 0, atunci (£o, Yo) este nod (stabil 
şi) asimptotic stabil; 

3) dacă 36299 — a? < 0, atunci (£o, Yọ) este un punct şa (instabil); 

4) dacă £o = Yo < 0, & = 0, atunci (£o, £o) este un nod propriu (stabil 
și) asimptotic stabil; 

5) dacă £o = Yọ > 0,a = 0, atunci (£o, Xo) este un nod propriu instabil. 


Condițiile din 2) şi 4) sint echivalente cu faptul că A?favel Zos Yo) = 


= 3rd? + adry + 3yody? este negativ definită. Ele implică stabilitatea 
asimptotică a poziţiei de echilibru (£o, Yo) a sistemului diferențial (10). 
Condiţiile 1), 3), 5) respectiv implică instabilitate aceleiași poziţii de 
echilibru. 

Catastrofa are loc la trecerea prin mulţimea biiureaţie. 

Se observă că div grad fae = 6 (x + y). Cu alte cuvinte, curentul 
generat de grad fae micșorează aria în semiplanul æ + y < 0 și măreşte 
aria în semiplanul z + y> 0. 


5.9. Punctele de echilibru ale gradientului ombilicului parabolie 


Considerăm potenţialul ombilie parabolic (@, y) — fana 2 Y) = xy + 
+ yt + ax? + by? + ca + dy,unde a, b, c, d sînt parametri reali. Sistemul 
potenţial corespunzător este 
= 20y + Zas + e, E aa 4y? + x? + 2by + d. (11) 
dt di 
Mulțimea de echilibru M : 2ay + 2aa + e = 0, 4y? + æ? + 2by + d =0 
este o varietate riglată de dimensiune 4 în [R*. Ea este acoperită de imaginea, 
hărţii (2, y, a, b) > (£, y, a, b, —2ay —2az, —4y? — æ? — 2by). 
Fie y aplicația catastrofă. Funcţia xer(z, y, a, b) = (a, b, —22y — 
—2agv, —4y? — v? — 2by) are jacobianul 6y? + 6ay? -+ by + ab — a2. Rezultă 
că mulțimea punctelor singulare ale lui yor este E: 6y? -+ 6ay? A+ by + 
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E ab Ri A = 0, iar mulţimea singularităților lui y este S= M n E. Rezultă 
-D = 18). 


Fie (£o, Yọ) un punct de echilibru. Sistemul diferențial liniar corespun- 
zător acestui punct de echilibru este 


da a 


d 
dt (Yo + a)(2 — so) + 2209 — Ya), T = 222 — 29) + 


++ 2(673-+ b)(y — Yo). ar’) 
Ecuația caracteristică a matricei sistemului (117), A? — BA -+ y = 0, cu 
B = 2(6y5 + Yo + a + b), y = 4(6y3 +- Gay + byo — x} -+ ab), are soluțiile 


reale M 2=648 -+ Yo 1 a +b + Vaz (6y? — Y, — a | b)?. Matricea sistemului 
(11’) este diagonalizabilă, fiind o matrice simetrică. 

Punctul de echilibru (£o, Yọ) al sistemului diferenţial liniar (11”) poate 
fi atractor, nod propriu, nod impropriu sau punct șa : 

1) dacă 6 + Yo +a+b>0, Gyz + Gayi + bys — s + ab> 0, 
atunci (Lo, Yo) este un nod instabil; 

dacă 6y t Yo ta+tb<0, Gy + Gays + byo — s + ab > 0, 

atunci (2, Yọ) este un nod (stabil şi) asimptotic stabil: 

3) dacă 6y? + 6ay? + byo — z? + ab < 0, atunci (£o, Yọ) este un 
punct şa (instabil); 

4) dacă z, = 0, 692 — Yo — a + b = 0, Gy? + Yo + a +b <0, atunci 
(0, 70) este un nod propriu (stabil și) asimptotic stabil; 


5) dacă 2 =0, 6y — ys —at+b=0, 6y? tyota +b >o, 
atunci (0, y) este un nod propriu instabil. 


Condițiile de stabilitate asimptotică sînt echivalente cu faptul că 
g falto Ya) = (Yo + a) dx? -+ 2x, dedy + (6y + b)dy? este negativ 
definită. Stabilitatea asimptotică (instabilitatea) pentru sistemul (117) 
implică stabilitatea asimptotică (instabilitatea) pentru sistemul (11)._ 


Relaţia div grad faca = 2 (6y? — y + a +b) permite să facem co- 
mentarii despre curentul generat de grad favca- 


no. mm ma ', -n =s A 
Pikat belh Pragi Beis i e Ten 


12 z 12 
—1 — Vl — 24 b 
curentul micşorează aria, iar pentru y € (o, a E u 


12 
U (mti Een „00 ) curentul măreşte aria. Dacă a + b>1/4, 


atunci curentul măreşte aria. 
5.10. Probleme propuse 


1. Care este direcţia creşterii celei mai rapide a funcţiei f(z,y, 2) = 
= gšinz — ycosz în (0,0, 0)? 


2. Să se găsească punctele în care gradientul cimpului scalar f(z, y) = 
= (z — Zi este egal cu i — a j. 
y i 
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3. Fie cimpurile scalare 


fix, y) = 28? + 3y + 6y’s + 5y’, e > 0,y>0, 


flo) = ia (Ts -. -3 2a) E R”. 
i=l “i 


Să se determine curentul generat de grad f şi să se arate că acesta măreşte 
> 
volumul. 
Indicație. Cimpuri scalare convexe. 


"T <I S e 
4. Se dă cîmpul scalar f(e) = (5 l „ Să se determine regiunile 
i=] Vi 
din [R” pe care curentul generat de grad f micşorează sau mărește volumul. 
R. Se calculează d?f; x< 0, dilatație; x> 0, contracție. 


= 5. Se consideră sistemele diferențiale potențiale asociate următoarelor 
cîmpuri scalare : 


fiz, y) = zyla — e — y), f(x, y) = 2? + y? — 32y; 


fiz, y) = az — 22)(2by — 92), fix, y) = (a + bæ + ey) VI F 2 F y; 

fila, y) = sin s + sin y + cos (2 + y), 0Osasn/4, 0<y<rj4; 

fi, y) = 2502 — e — y), 7>0, y>0. 

În fiecare caz, să se determine punctele de echilibru și să se cerceteze 
stabilitatea acestor puncte. 

6. Se dau cîmpurile scalare f(e, y) = æ? — ey +y?—e+y şi 
g (æ, y) = xt + yt — s? — 92. Să se determine liniile de cea mai rapidă 
descreştere şi apoi punctele de minim. 

7. Se dau cimpurile scalare f(x, y) = æ? — 3ay°, gle, y) = s? + y? 
h (x,y) = z2? y + y*. Să se determine liniile de gradient. Să se U 
curbele de nivel constant și liniile de gradient pentru fiecare caz în parte. 

8. Să se traseze curbele de nivel constant și liniile de gradient pentru 
ombilicul eliptic, ombilicul hiperbolice și, respectiv, ombilicul parabolic. 

Indicaţie. Fie (xe Yo) un punct de echilibru care aparține curbei de nivel constant 


favc(2z; y)=a. Se utilizează dezvoltarea Taylor a lui faze în vecinătatea lui (zo Vo). Intersectind 
cu dreapta y — Yo = I(x — To), se obţin ecuaţii parametrice ale curbei de nivel constant. 


9. Se consideră hamiltonianul H(p, q) = Z. E qi + V(p). Să se cer- 


ceteze completitudinea cîmpului vectorial hamiltonian asociat lui H în 
cazurile în care V este faldul, întoarcerea, rindunica, fluturele, ombilicul 
eliptic, ombilicul hiperbolice și, respectiv, ombilicul parabolic. 
Indicaţie. Vezi teoremele din 3.6.3.7. cula 
10. Fie V potenţialul electrostatic într-un dielectric omogen de per- 
mitivitate e. Să se determine intensitatea cimpului electric și distribuția 
sarcinii electrice în cazurile în care V este faldul, întoarcerea, rîndunica 
fluturele, ombilicul eliptic, ombilicul hiperbolice și, respectiv ombilicul 
parabolic. i 
Indicaţie. E = — gred V, ko, = £ div E, 
11. Să se arate că liniile de gradient ale unei funcţii f: R" —R, cu 
proprietatea ||grad f|| = 1, sînt drepte. ? 
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6. HIPERSUPRATEŢE DE CÎMP 


Curentul determinat pe un domeniu de un cimp vectorial de clasă C! conservă hiper- 
suprafețele generate de liniile de cimp. Aceste hipersuprateţe se numesc hipersuprafeţe de cimp 
(v. 6.1). 

În termodinamică, în teoria spaţiilor Finsler şi în alte ramuri aplicate sau teoretice ale 
științei unele concepte sint prezentate cu ajutorul funcţiilor omogene. Funcţiile omogene de 
clasă C1 sint soluţii ale ecuaţiilor Euler. Funcţiile omogene de clasă C% pe R” sint polinoame omo- 
gene (v. 6.2). 

Curenţii generaţi pe R” de cimpurile vectoriale paralele lasă invariante hipersuprafețe 
cilindrice, iar curenții generaţi pe R” de cimpurile vectoriale concurente lasă invariante hiper- 
suprafeţe conice (v. 6.3). Curenţii atașați cimpurilor vectoriale Killing lasă invariante hiper- 
suprafeţe de rotaţie (v. 6.4). 

Orice cimp vectorial X poate fi privit ca un operator liniar (v. 1.5) şi în acest context vor- 
bim despre Ker X, Im X, valori şi vectori proprii ale lui X etc. Proprietăţile lui X ce țin de faptul 
că este un operator liniar sint strins legate de proprietăţile globale ale curentului generat de X 
(v. 6.9). 

În cazurile în care soluţiile problemelor Cauchy atașate ecuaţiilor liniare cu derivate par- 
tiale de ordinul intii nu se pot explicita prin formule se poate face apel la o metodă numerică 
de calcul, cea mai cunoscută fiind metoda reţelei (v. 6.6). 

Capitolul se incheie cu problemele propuse în 6.7, care concretizează unele dintre no- 
țiunile teoretice, cerind soluţii generale ale unor ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul întîi, 
soluţii ale unor probleme Cauchy, determinarea unor hipersuprafeţe de cimp, proprietăţi ale 
funcţiilor omogene, valori şi vectori proprii ale unor cimpuri vectoriale şi soluţii aproximative 
ale unor probleme Cauchy. 


6.1. Ecuaţii liniare cu derivate parţiale de ordinul întâi 


Fie X = (X, ..., Xn) un cîmp vectorial de clasă C! pe o mulţime des- 
chisă și conexă D c R”. Fief: D>R 
grad f un cîmp scalar de clasă 01 şi M : f(æ)= 
= e o hipersuprataţă de nivel con- 
stant c, ataşată lui f. Dacă restricția 
lui Xla M este un cîmp vectorial 
tangent la M (fig. 6.1), adică 
(X, grad f) = 0 sau Dyf = 0, atunci 
M se numeşte hipersuprafaţă de cîmp 
alui X. 
Hipersuprafeţele de cîmp aso- 
ciate cîmpului vectorial X sint carac- 
terizate prin ecuaţia liniară omogenă, 
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cu derivate parţiale de ordinul întîi, 


Xa) (0)... hala) (0) =0, a) 
îti 0 


în sensul că acestea se identifică cu mulţimi de nivel constant ataşate 
soluţiilor f ale acestei ecuaţii. 

Evident, două cîmpuri vectoriale coliniare au aceleași hipersuprafeţe 
de cîmp, dacă lăsăm de o parte hipersuprafaţa de nivel constant zero 
atașată factorului de coliniaritate. 

O hipersuprafaţă de cimp mai poate fi privită și ca o hipersupralaţă 
generată de linii de cîmp ale lui X. Se știe însă că liniile de cîmp ale lui X 
sînt soluţii ale sistemului simetrie 


da __ Atm 


X(x) X2)’ 

numit sistemul caracteristic ataşat ecuaţiei (1). 

Parafrazind definiţia şi proprietăţile integralelor prime, rezultă : 

— Orice integrală primă a sistemului (2) este e soluţie a ecuaţiei (1) 
şi, reciproc, orice soluţie a ecuaţiei (1) este o integrală primă a sistemului (2). 

— Fie fı, -- -, Înca cele n—1 integrale prime funcţional independente 
definite de sistemul (2) într-o vecinătate U a unui punct 4 e D în care 
A(29) 4 0. O funcție f de clasă 0! este o soluţie a ecuaţiei (1) pe U c D 
dacă şi numai dacă ea este de tipul f = (fi; ...3 /n-a). Cu alte cuvinte 
soluţia generală a ecuaţiei (1) este o funcţie arbitrară de clasă C1 de cele 
n-—1 integrale prime funcţional independente ale sistemului (2). 

Aceste consideraţii împreună cu faptul că dacă fi, . . . Ja- Sînt integrale 
prime funcţional independente ale sistemului (2), atunci soluţia generală 
a sistemului se poate scrie în forma 


(2) 


Sallis -oy n) = Ciy e n co Înca as +- -y Cn) = Cais 

conduc la urmätoarele concluzii : 

— pentru găsirea soluţiei generale a ecuației (1) este suficient să deter- 
mirăm soluţia gererală a sistemului (2); 

— pentru obţinerea soluţiei generale a sistemului (2) este suficient 
să găsim n—1 soluţii funcţional independente ale ecuaţiei (1). 

Integralele prime sînt funcţii invariante faţă de curentul generat de 
cîmpul vectorial X. De aceea hipersuprafeţele de cîmp ale cimpului vec- 
torial X sînt hipersuprafeţe invariante faţă de curentul generat de X. 


Aplicația 6.1. Să găsim soluţia generală a ecuaţiei 


E ôf d: af Ei ôf ro 
z —— + zt xy — ="0. 
y ðx ôy X A ia 
dz dy dz su 
Atașăm sistemul — = — = — . Mai  întii observăm că axele de eoordonate 
yz zz zy 


Oz, Oy, Oz sînt constituite numai din zerouri ale cîmpului vectorial X(x y, z) = (yz, zx, xy) şi 
deci punctele reuniunii Oz U Oy U Oz sînt puncte de echilibru. Apoi găsim combinaţiile integrabile 
adz — ydy = 0, xdr — zdz = 0 și deci soluția generală a sistemului simetric asociat este 
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x? — y? = Cp a? — 2 =. Rezultă că soluția generală a ecuaţiei este definită prin 

Map 2) = D(x pp, 2è — 2), 
unde O este o funcţie arbitrară de clasă C}, iar suprafetele de cimp ale lui X au ecuaţiile carte- 
ziene implicite Q(x? — y?, x? — 22) = const. 

Observaţii. 1) Fie Mọ: f(x) = c familia hipersuprafetelor de cimp ale cimpului vecto- 
rial X. Dacă X este un cimp potenţial, adică X = grad ọ, atunci hipersupratețele de cimp Me 
sint ortogonale hipersuprafețelor echipotențiale Ne: (x)= c. Mai general, dacă X este un 
cimp. vectorial biscalar, adică X = Y grad ọ, atunci hipersuprafeţele de cimp Me diferite de 
M : F(x) = 0 sint ortogonale hipersuprateţelor N. : ọ(x) =c. Aceste afirmaţii rezultă din faptul 


că relaţia (X, grad f) = 0 se reduce la (grad ọ, grad f) = 0. 
2) Presupunem că X este un cimp vectorial torsional, adică Dzy = aZ + (Y, Z)X, YZ. 


În particular, Dy X = bX, unde b = a + (Y, X). Cimpului torsional X îi atașăm ecuaţia Dx = 
=(X, gradf)=0. Derivind in ambele părți în raport cu cimpul torsional X, găsim (Dx X, grad [)+ 
+(X, Dy grad f) = 0 și deci Hess f(X, X) = 0. Dacă X nu este identic nul, atunci witima relație 


arată că Hessf nu poate fi definită (pozitiv sau negativ). 
Hipersuprafețele de cimp ale unui cimp vectorial torsional sint hipersuprafețe riglate 
(v. 6.3). Această afirmație rezultă din faptul că liniile de cimp ale unui cimp vectorial torsional 


sint porțiuni de drepte. 


Fie vie (fi; - - -, fa-1) Soluţia generală a ecuației (L) și M, : ®(fi(æ 
..-, fa-1(£)) = ce familia hipersuprafețelor de cîmp. 

Problema Cauchy pentru o ecuație de tipul (1) constă în determinarea 
hipersuprafeței de cîmp care să conțină o subvarietate cu n—2 dimensiuni 
T: g( e: En) = 0, Afai kk, u) = 0. În anumite condiţii problema 
Cauchy admite soluția unică [36]. Pentru cazurile particulare se observă 
că hipersuprafața căutată nen fi privită ca fiind pi aia de liniile de 
cîmp determinate de sistemul (2), f(x) = Gi; «+ -p fa-1(8) = Cuca Care intil- 
nesc pe T. Ecuațiile f,(2) = Gyo -s fa) = Cai Ş A) = 0, h(z) = 0 for- 
mează un sistem algebric de n + 1 ecuaţii cu n necunoscute 2... Va- 
Eliminind pe Ty ..., Za Ra condiția de compatibilitate (G, ..., 

-> Cn—1)=0 şi aar 'eliminind parametrii €,, .. ., Cn, găsim hipersuprafaţa, 
de cîmp M: O(f(), e se aa =e: 

Aplicatia 6.2. Se dă ecuaţia 
(22 pin L ai ae read 
di aA r 


Să se determine suprafața de cimp care se sprijină pe cercul T : x = a, y? + 2 = &. 
Rezolvare. Asociem sistemul simetric 
dz dy dz 


şi observăm că axa Oz este constituită din puncte de echilibru. Lăsind la o parte cazurile în 
care se anulează cel mult doi numitori, rezultă 

dy _ dz d(x + y) _ d(x — y) 

2y oz { f 


(z + y? (t — gF 


de unde găsim familia liniilor de cimp 
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(domeniile de definiție ale integralelor prime nu sint conexe). Integralele prime 


fh: RN OzR,  fi(r,y,2)= T s hN (PUR) =R, f(x,y, = i a 


Li 
Fay try 
unde P:x— y =0, Q:x-+y =0, sint funcțional independente, deoarece matricea 
jacobian 


ðh of, GIA ö z2 2z 
ĝx ðy dz y? y 
J = = 
ðh of, ðh 1 l 1 1 1 
x “By = pe 3] è 2 + [i 2 0 
9 ðy 9 (z—yP (z+ y) (— y) (x + y? 
2 pentru = Æ 0, 
are rang J = 
1 pentru z= 0. 
Condiția de compatibilitate a sistemului algebric 
„2 1 1 2 
z=a; y? + Ż = a, —=cy CUE EE 248 
iii y ®” z-y zu « 


este c = ca. Deci M : 4? + 2 — 2? = 0 (un con cu virful în origine (fig. 6.2). 
Ecuațiile liniare neomogene cu derivate parțiale de ordinul întîi au forma 
F a A a 
Xa, hE + Xa) A- = Ba], (3) 
22 Tu 


unde f este funcţia necunoscută. În acest caz f se caută sub formă implicită 
O (x, f(x)) = 0, ecuaţia (3) reducindu-se la o ecuație de tipul (1), căreia 
îi corespunde sistemul simetric 

dx, dr, df 


ne af) Fef 


Se află soluția generală a acestui sistem, apoi soluția generală O a ecuaţiei 
liniare omogene corespunzătoare şi din b(z, f(z)) = 0 rezultă f. 


(4) 


Observaţie. Fie cimpul vectorial (X,,.. Xa) 
și difeomorfismul z, = x,(t) i=1,... n. Noile 


componente ale cimpului vectorial sint (Xp, Xp 


2, Oz 
unde X; = $ —— Xz. De aceea difeomorlismul de 
i=l 
indreptare este fixat prin ecuațiile cu derivate parțiale 
n Pt; 
t 


X; = 0, i = 1, ..., 0 — 1 (omogene); 
Zi 9%; 


n Qi 
1 ðr, 
Sistemul simetric atașat ecuației neomogene 


X; = 1 (neomogenă). 


dz, da dz, 


sA igi b A 1 
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arată că xp, ...» fasa trebuie să fie integrale prime ale sistemului care determină liniile de 
cîmp, iar &,, se poate determina și cupă procedeul din 3.2. 


Aplicația 6.3. Considerăm ecuația 


E ayas LL G) = ale) iig 
î.J= 


unde q este o formă pătratică pozitiv (negativ) definită pe R”, iar 4 = [a;;}] este o matrice ale 
cărei valori proprii în € au părțile reale strict negative. Vom arăta că această ecuație are o soluţie 
unică v — f(x) care este o formă pătratică negativ (pozitiv) definită pe Ra. 

Sistemul simetric asociat ecuaţei (5) este 


dz, = 26 dz aa a/(z)dz) (6) 
$, G15 5 Cnijt] g(x) 
J J 


şi forma lui arată că ecuaţia (5) are soluție (v. 3.4 și observația 2) din 3.2). Înlocuind în (6) 
pe x cu la și tinind seama de invarianţa dilerențialei, găsim 


af(aXax) GER A JN dra $ d(tz,) _ __ ixa) __ af(tx)(d(tx)) 
aa) Jans 0 — Jate) a(tz) 
3 j j go 


iar egalitatea acestor rapoarte împreună eu glir) = t?g(2) dau 
daftar) = ta/(z(dz). 
Aceasta inseamnă că z — df(r) este o formă liniară în z și deci x — f(x) este o formă pătratică. 
Să cercetăm acum semnul lui f. Pentru aceasta notăm A = [a;;], © = [Ti ...3 Tu] şi să 
considerăm sistemul diferențial liniar omogen 
dz 


ET = AZ, (7) 


Dacă q: R — RA aste o soluție a acestui sistem, atunci 


d 3 af 
— fox = Dago = azz} — loa. 
ai úi Z tu Ix; 


í,j=1 


Presupunem că çq este pozitiv definită. Dacă f nu este negativ definită, atunci există un do- 
meniu nevid V+ și printr-o teoremă din 4.5 poziţia de echilibru z = 0 a sistemului diferenţial 
liniar omogen (7) este instabilă. Acest rezultat contrazice ipoteza asupra valorilor proprii ale 
matricei A ; rămine că f este negativ definită. 

Unicitatea formei pătratice care satisface ecuaţia (5) se 
dovedește prin reducere la absurd, 


6.2, Funcţii omogene şi ecuaţia Euler 


O mulţime nevidă $ de puncte din [R” se 
numește con cu virful în origine dacă o dată cu 
punctul v conţine și punctul tz, oricare ar fi t>0. 
Cu alte cuvinte, mulţimea nevidă S este un con cu 
vîrful în origine (fig. 6.3) dacă și numai dacă o 
dată cu z conţine întreaga semidreaptă care uneşte 
originea cu punctul v, cu exceptia, eventual, a virfului (originii). 


0 
Fig. 6.2 
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Fie § un con din R” cu vîrful în origine și f: S = R o funcţie reală. 
Dacă există un număr real p astfel încît 


fiiz) = Pf(a), Vses, t>0, 


atunci f se numește funcţie omogenă, iar p se numeşte grad de omogenitate. 
Presupunem că originea aparţine conului S şi că funcţia omogenă 
f: S = R este continuă în origine. Dacă p <9, atunci f(x) = lim t“?f(ir)=0, 
ixo 


a 
V z e S, adică f se reduce la constanta zero pe S; dacă p = 0, atunci f(2)= 
= lim f(tr) = f(0), Y x e S, adică f este o constantă pe S; dacă p >0, 
10 
atunci lim fitx) = lim f(x) implică f(0) = 0. 
Lasa] Lai) 


Observaţii. 1) Dacă pen(pE Z, respectiv p=(0, 00)), atunci definiția funcției 
omogene se extinde la te R(ieRN {0}, respectiv Le [0, 00)). Evident, domeniul de definiţie 
trebuie să aibă proprietatea că o dată cu punctul! x conține și punctul tx. 

2) Dacă conul S cu virful în origine este o mulţime deschisă care nu conține toate punctele 
unei sfere cu centrul în origine, atunci originea nu face parle din § (ci din frontiera ĝS). 


Teoremă. Presupunem că conul S cu virful în origine este o mulțime 
deschisă, tar funcția f: S — R estei de clasă C!. Functia f este omogenă, 
avînd gradul de omogenitate p, dacă şi numai ducă verifică ecuația Euler 

ä a 


5 ad. (2) = pf(2), = (Ti -ifa ES: 


i=l CFt 


Demonstrație. Cazul p = 0 il lăsăm pentru cititor. Presupunem că f 
este omogenă, f(tx) = f(e) t >0, avind gradul de omogenitate p # 0. 
Notăm u = tx, adică w; = ix, i = 1, ..., n, ṣi derivăm relația precedentă 
în raport cu ż, ţinind seama de formula de derivare a unei funcții compuse. 
Găsim 

a IL g of = p—1 
t, —— (12) + ek. Lt (ta) = p-s). 
cu Ca 


Punem t = şi obţinem ecuaţia Euler. 
Reciproc, să presupunem că f satistace ecuaţia Euler, $ atu) = 
= pfu), u = (U; -y U eup £ 0. Punem w = iz gi PER pă iu funcția 
D: (0,0) >R, D(t) = f(iz o. -y tEn) [P 


Derivind in raport cu t şi ținîind seama de ecuaţia Euler, găsim 


(t) = [e (2 e ca ră ter pPP-f(ta, ..-, tan) (je = 
uÙ 


du, A 
i ĉ ôf p+i — 
= |n o un IMa) em 0 Vi >0. 
cu, Cun 


Rezultă O(i) = const = (1) = fl, - 3 Zn) VI>0, sau fitx) = Pf(z), 
adică f este omogenă. 
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n -i 
nE Ş € a title 00 
Alternativă. Ecuația Euler Y zi Ea (x) = pf(z) este o ecuaţie liniară 
i=l OTi 
neomogenă cu derivate parțiale de ordinul întii. Soluția găsită cu metoda 


prezentată în 6.1 se dovedeşte a fi o functie omogenă. 


Teoremă. Orice functie de clasă O® gi omogenă pe IR” este un polinom 
omogen. 


Demonstraţie. Fie f : R” — R o funcție de clasă C% omogenă, cu gradul 
de omogenitate p. Conform observaţiilor de mai înainte, în mod necesar 
3 20. 

Fie nọ >p un număr natural. Fiecare derivată parţială de ordinul 
n, a lui f trebuie să fie identic nulă, deoarece aceasta este o funcție omo- 
genă pe R”, avind gradul de omogenitate p—no < 0. Ținînd seama de 
acest lucru gi de formula Taylor, rezultă că f este un polinom, fie acesta 
de gradul m, care se serie în forma f = fo + fi + --- + fm, unde fi este un 
polinom omogen de gradul i sif» # 0. Omogenitatea împreună cu ipoteza 
fn # Oimplică p = m ṣi f = fa (adică fo = fi =... = fa- = 0). 


6.3. Hipersuprafete cilindrice și conice 


O hipersuprafaţă a lui [R", n > 3, care poate fi generată prin mișcarea 
unui m-plan G, m e {1, 2, ..., n—2}, ce se sprijină pe o subvarietate T 
u n—m—i dimensiuni, se numește hipersuprafață riglată ; m-planul G se 
numeste generaioare, iar subvarietatea I se numeşte subvarietate directoare. 

Hipersuprafeţele de cîmp ale cîmpurilor vectoriale torsionale sînt 
hipersuprateţe riglate (v. 6.1). 


Hipersupraieţe cilindrice. Dacă generatoarea G se mișcă păstrindu-și 
spaţiul vectorial director, atunci hipersuprafaţa riglată se numește hiper- 
suprafață cilindrică. 


Teoremă. O hipersuprafaţă cilindrică esie o hipersuprafaţă de cîmp a 
unui cîmp vectorial paralel şi reciproce (fig. 6.4). 


Demonstraţie. Presupunem că b,,...,bm Sînt 
vectori ortogonali care generează spaţiul vectorial 
director al lui G, iar ba, .. ba Sînt vectori 
ortogonali care generează complementul ortogo- 
nal al lui G în [R”. Mulțimea m-planelor paralele 
cu G este reprezentată analitice prin 


(7, Dna) = Cary ep (O Dn) = Cap 
(Ca s.s.s 0.) e [R:—2 (8) 


Condiţia ca m-planele (8) să se sprijine pe subvarietatea cu n—m— i1 
Gimersiuni 


P: gle) = 0, asa) = 0 (9) 
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se obţine eliminînd pe 4 = (4, ..., Za) între cele n + 1 ecuaţii (8) şi (9). 
Se deduce (Cm1, .- -s Ca) = 0 gi deci 


Dia, burr) y eeey (2 ba) = 0. (10) 
Reciproc, se poate arăta că o hipersuprafaţă M a lui R” caracterizată 
printr-o ecuație de tipul (10) este o hipersuprafaţă cilindrică. 


Considerăm funcţia definită prin f(x) = P(x, bm), -- -s (e ba)). No- 
tind u, = (4, ba), a=m+ 1... n, găsim 


a 20 i i 
„BE = 9, —— ba Si deci (b, Vf) = 0, ..., (bn, 7f)=0, 
CY: a OUa 

adică f satisface un sistem de ecuații liniare omogene cu derivate parțiale 
de odinul întii, ecuaţii ce sint ataşate cîmpurilor vectoriale paralele X, = 
= bj e masti = me - ` | 

Reciproc, dacă se dă un cîmp vectorial paralel X = (4, ...;4), 
atunci hipersuprafeţele de cîmp sînt caracterizate prin M.:f(z) =, 
unde f este soluția generală a ecuaţiei 


x r 
E. E de d 0, 


gx 1 Cta 

Deoarece sistemul caracteristic 
da, dr, 
Gi An 


are soluția generală (a; # 0, i = 1, ..., n, ipoteză impusă de procedură), 


EA Da Daa a 


Fe - = Cj; 9) gi E r aar ra, ae 
a a, da Ga 
rezultă 
gx v, i ARIE T, 
fie) = „ie "e cn pg E Fo 
t Un Ani My 


şi deci M, sînt hipersuprafețe cilindrice, 
generatoarea G fiind o dreaptă, iar T fiind o 
subvarietate cu n—2 dimensiuni (fig. 6.4). 


Consecinţă. Hipersuprafetele de cîmp ale 
unui cîmp veciorial coliniar cu unul paralel 
sînt hipersuprafete cilindrice (se lasă deoparte 
hipersuprafata de nivel consiant zero ataşată 
factorului de coliniaritate). 


Hipersuprafefe conice. Dacă generatoarea 
G se mişcă trecînd printr-un (m—1}-plan fixat, 
atunci hipersuprafaţa riglată se numeşte hiper- 
suprafață conică, iar (m—1)—planul fixat se numeşte virf. 

Teoremă. O hipersuprafajă conică cu virful Ty: £1 = Tio; ---} a = 
= mp este o hipersuprafajă de cîmp a câmpului vectorial concurent X = 
= (Xij— Tio, -- -y Ln — Cao) şi reciproc (fig. 6.5). 


Fig. 6.5 


19 — c. 594 145 


Demonstraţie. Mulțimea dreptelor ce trec prin punctul fixat x, şi care 
nu aparţin hiperplanului ®, = Sa, este reprezentată prin 


Lı — Pio = AEA = Dao) ...9 Tri sa-i Ta 10 = Ca al Sr Lag), (11) 


(04, -- -3 Cn-1) ER”. Condiţia ca aceste drepte să se sprijine pe o sub- 
varietate F cu n—2 dimensiuni de ecuaţii 


gls) =0, g£) =0 (12) 


se obține eliminind pe z = (x, ..., Ta) între cele n+1 ecuații (11) şi 
(12). Se deduce (e, ...,cu_j) = 0 şi deci 


Ly — P. Eni — Ln- 
i (rea aaa Îmi) (13) 
La — no Ea — Eno 


Reciproc, se poate arăta că o hipersuprafață M a lui R” caracterizată 
printr-o ecuație de tipul (13) este o hipersuprafață conică cu virful în 
punctul vg- 


s FEP A Tı — Tr Dau. 
Funcţia f definită prin f(®,, ..., a) = 0 pa aoaia iezi 
: i | i La — Lng La — Dip 
satisface ecuația cu derivate parțiale 
ĝ , 2 
TETE E E — aa) A 0, (14) 
ct, Ca 


Evident, datele (11) şi (12) constituie o problemă Cauchy pentru ecuaţia (14). 

Reţinem că hipersuprafețele de cimp ale unui cimp vectorial concurent 
sint hipersupratețe conice avind drept virf un punct fixat din [R" (fig. 6.5). 
Ecuația (14) se numeşte ecuatia liniară omogenă cu derivate parțiale de ordinul 
întii a suprafetelor conice cu vîrful în Ty. 

Observaţii. 1) Eliminarea dreptelor care aparțin hiperplanului ta = Xag tine doar 
de procedură și nu este esențială. 

2) Soluția generală a ecuaţiei (14) este o funcție omogenă in x} — Xip ek» En — Vno avind 
gradul de omogenitate zero (v. ecuația Euler din 6.2). 

3) Fie V un (m — 1)-plan lixat. Fără a scădea generalitatea putem presupune că V este 
caracterizat prin ecuațiile 


Ti = Tip see namit = În—m+1,0* 
Mulțimea m-planelor G care trec prin V este reprezentată prin 
Ti — Tig = Cul(taomu — Tn-m+1,0) -s.s Inom — Tn-m,o = Cn-mlTnem — Xn-m41,0) (15) 


unde (cy, ...+ Cn-m)e R”, Condiţia ca aceste m-plane să se sprijine pe o subvarietate T cu 
n — m — 1 dimensiuni de ecuaţii 
g (T) = 0, s.. Im) = 0 (16) 


se obţine eliminind pe £ = (x. ..., Xn) între cele n + 1 ecuaţii (15), (16). Se găsește (cy ..., 


Cum) = 0 şi deci 
Ttr T — Tnm, 
e] 1 10 Dii n-m n-m.0 an 0 
Tr-m+1 — Tn -m+1,0 Tn-m+1 — Tn-m+1.0 
este ecuația unei hipersuprafețe conice cu virful V. Notind 


Tı — T Tn-m — Tn-m,0 
EE S A o e ai 0 er 0 E Mn digi 
Ta-mi — Tn=m+1,0 Ta-mi — În-m+1.o 


146 


se constată că 


af af 
(zy — to) Ik eee + (emi — aaao L =0- 
GESI ÖEn-m+ 
Consecinţă. Hipersuprafetele de cîmp ale unui cîmp vectorial coliniar 
cu unul concurent sînt hipersuprafete conice (se lasă deoparte Mporenprej pa 
de nivel constant zero, asociată factorului de proporționalitate). 


6.4. Hipersupraiețe de rotaţie 


O hipersuprafaţă a lui Rn 2 3, 
care poate îi generată prin rotația unei 
Bulivăe lebţi T cu dimensiunea me 
e{l, 2, ..., n—2) în jurul unui m-plan 
fixatD se numește hipersuprafaţă de rotaţie ; 
m-planul D se numeşte ază de rotaţie, iar 
subvarietatea IT se numește generatoare 
(fig. 6.6) 

Teoremă. O Mipersuprafaţă de rotație este o hipersuprafaţă de cîmp a 
unui cîmp vectorial Killing de forma Ag și reciproc. 


Demonstraţie. Prin ipoteză facem abstracţie de translaţii (cîmpuri 
vectoriale paralele). De aceea putem presupune că m-planul D ce se sprijină 
pe vectorii liniar independenţi b,, ..., bm trece prin origine. Fie 

Sia + e. H lr 
o hipersferă cu centrul în origine (pe axă) şi 
P: (br 0) = 0, ..., (bm 2) = 0 
(n—myplanul care trece prin origine şi este perpendicular pe D. Inter- 


secţia Pn S este o (n—m—1)ysferă. 
Prin rotaţie în jurul lui D, orice punct de pe 


Es g(a) = 0, ...9 Vl) = 0 


se va deplasa într-un (n—m)-plan perpendicular pe P şi va descrie o (n—m— 
—i1)-sferă cu centrul pe axa de rotaţie. De aceea hiper suprafaţa de rotaţie 
poate îi privită ca fiind locul geometrie al (n—m—1)-sferelor cu centrele 
pe D, care trec prin T şi ale căror (n—m)yplane sînt perpendiculare pe D. 

Astfel sneen 


Si Ti = Wo, 5; biti = wy t=1,..., 92) = 0, ..., Jn-ml2) = 0 
j=1 j=l 
trebuie să fie compatibil. Eliminind pe z = (2, ..., 4) între cele n+1 


ecuații, rezultă (wo, Wj =o Wa) = 0 şi deci hipersuprafața, căutată are 
o ecuaţie carteziană implicită de forma 


o (Sai $ buen.. $ bae = 0 (17) 
j=i $ 


j=i 
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Reciproc, se poate arăta că o hipersupratață M a lui R” caracterizată 
printr-o ecuaţie de tipul (17) este o hipersuprataţă de rotaţie. 
Considerăm funcția definită prin 
Wep U a= 0( 2, D biz --- Fi bsi) 
şi observăm că 
a 20 20 28 
T da, i pi -+ ... + — 
dx; LR dt Wm 


Ban j = iA ...g Aa 


Han a T 20 ad 
Aceste egalități sînt n ecuaţii cu m + 1 necunoscute prop pre ui 
Wo CW, 


: s . Eliminind aceste necunoscute între cele n ecuaţii, găsim Con- 
Wm 
dițiile de compatibilitate care sint de fapt n—m-—1 ecuații liniare omogene 
cu derivate parțiale de ordinul întîi, cu funcţia necunoscută f. Coeficienții 
fiecăreia dintre aceste ecuații cu derivate parțiale sint componentele unor 
cimpuri vectoriale Killing, adică de tipul Az, unde A este o matrice anti- 
simetrică. 

În particular, dacă m = n—2, atunci produsul vectorial al celor n—1 
vectori z, bı, -.., bm se poate scrie în forma Ax, unde A = [4] este 
o matrice antisimetrică de ordinul n care satisface Ab, = 0, ..., Abm = 0, 
iar 2 = [a ..., Za]. Utilizind matricea A, găsim o singură ecuaţie liniară 
omogenă cu derivate parţiale de ordinul întii, 


$ dy af = 9 


ij=1 ĝTi 
şi, evident, (Sar... $) asr) este un cîmp vectorial Killing. 


1 

Pentru reciprocă, fie A o matrice antisimetrică, Ax un cimp vectorial 
Killing și Yf(z) As = 0 ecuaţia cu derivate parţiale care caraterizează 
hipersupratețele de cîmp scrisă în notații matriceale [Yf(z) este matrice 
linie, iar  — matrice coloană]. Pentru a arăta că hipersuprateţele de cimp 
sint hipersuprateţe de rotaţie este suficient să arătăm că acestea sînt inva- 
riante față de curentul generat decimpul vectorial Killing A, adică ecuația 
Yf(z) Av = 0 este invariantă față de acest curent. Într-adevăr, curentul 
generat de cimpul vectorial Killing Av este difeomorfismul (rotaţie) æ = 
= 0%, tel, cu inversa y = e`°“x. Deoarece Vf(z) = Vf(y)e-4, 
găsim Yf(y)e-“Ae+'y = 0 şi, ţinind seama că e-4'Ae4' = etet A = A, 
rămîne Vf(y)Ay = 0. 

Variantă pentru reciprocă. Ținind seama de faptul că familia orbitelor 
unui cîmp vectorial Killing A este descrisă de ecuaţiile 


zl? = co [Azi = e, ..., [AT] = osos, 
rezultă că f(x) = O zi, |Az|?, ... HA”—2z|[2) este soluţia generală a 


ecuaţiei Vf(z) As = 0 şi deci hipersuprafteţele de cîmp sînt caracterizate 
prin (fel, Asl, ..., NA) = cc. 
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Consecinţă. Hipersuprafeţele de cîmp ale unui cimp vectorial coliniar 
cu un cîmp Killing Ax sînt hipersuprafete de rotaţie (se lasă deoparte hiper- 
suprafaţa de nivel constant zero, ataşată factorului de coliniaritate). 


6.5. Valori și vectori proprii ale unui cimp vectorial 


Fie 0>(D) spaţiul vectorial real al funcțiilor reale de clasă 0% pe mul- 
ţimea deschisă şi conexă D c IR”. Un cimp vectorial X de clasă C” pe D 
poate fi privit ca un operator liniar f > X(f) = Dxf,f e 0*(D). Proprietăţile 
acestui operator liniar sint strins legate de proprietăţile globale ale curen- 
tului generat de X. 

O funcție f e C>(D)N {0} cu proprietatea X(f) = }f, A e IR, se numeşte 
vector propriu al lui X în raport cu valoarea proprie h. 

Exemple. 1) Vectorii proprii ai cimpului vectorial concurent X = {Xp ..., ta, ve D 
(con cu virful în origine), sint funcţiile omogene, iar valorile proprii sint gradele de omogenitate 
corespunzătoare, Dacă x eR”, atunci fiecare valoare proprie a lui X este un număr natural m 
şi vectorul propriu corespunzător este un polinom omogen de gradul m (v. 6.2). 

2) Funcţiile nenule care satisfac X(f) = 0, adică elementele nenule din Ker X, sint vectori 
proprii ai lui X iu raport cu valoarea proprie zero. 

3) Fie Ax un cimp vectorial liniar pe R”. Funcţia f: R” — R, f(x) = (y, x), y fiind vector 
fixat in R”, este un vector propriu pentru Ax in raport cu valoarea proprie 7 dacă şi numai dacă 
Ay = }y, adică dacă și numai dacă y este un vector propriu al matricei A in raport cu valoarea 
proprie À. 


Paratruzind rezultatele din 6.3 şi 6.4, ajungem la următoarele con- 
cluzii : 

— Fie X = (4, ..., an), a, Æ 0, un cimp vectorial paralel. Un ele- 
ment oarecare al lui Ker XN {0} este funcția definită prin 


5 A Ti Ta Ln La 
Fay -e-s Va) = 0 E a RERE OS 
t An da a An 


unde ® este o funcție arbitrară de clasă 0%. 
— Fie X = (2, — tios ---, n — Vno) UN cîmp vectorial concurent. 
Funcția definită prin 
; 5 Lı — Pio Ln-ı — Vn-10 
Fy acg Bg) = o (Ze, II], 
Ln — no En — Vag 


unde O este o funcție arbitrară de clasă O~, aparţine lui Ker XN {0}. 
— Fie X = Ax un cîmp vectorial Killing. Submulțimea Ker XN{0} 
constă din elemente de forma 


fæ) = O(zll, Axl, ..., Azi), 
unde O este o funcție arbitrară de clasă 0%. 


Teoremă, 1) fe C°(D)N{0} este un vector propriu al lui X în raport 
ou valoarea proprie A dacă şi numai dacă 


(fo a) (t) = (fo a) (0)e+ 


pentru orice linie de mp «a lui X. 
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2) Dacă fiecare linie de cîmp mazimală a lui X este periodică, atunci 
X admite numai valoarea proprie zero. 

Demonstraţie. Dacă a este o linie de cimp a lui X pe D, iar f: D > R 
este o funcţie de clasă 0*, atunci 


o) Xe a 


1) Fie X(f) = }f, A fiind un număr real dat. Ținind seama de obser- 
vaţia precedentă, rezultă Zi f-a)= A f-a) şi deci (f° a)(t) = Ae", 


teI, unde A = (f ° a) (0). 

Reciproc, dacă relația ( fe a) (t) = Ae%, pentru orice teI, are loe 
pentru o curbă g : I = D, atunci X(f) = àf pe a(1). Dacă ultima relație 
este adevărată pentru fiecare linie de cîmp, atunci X(f) = 1f pe D şi deci 
A este o valoare proprie a lui X, iar f este un vector propriu. 


Observaţie. Dacă «(0) este un zero al lui f, atunci «(1) = f-1(0). 

2) Fie A o valoare proprie şi f vectorul propriu corespunzător. De- 
oarece f #0, 3x, e D, astfel incit f(x) #0. Fie z o linie de cimp maxi- 
mală a lui X ce pleacă din £o periodică, de perioadă 7. Rezultă e = 
= eħt+T), T>0, pentru orice te R şi Qeci A=0. 


Tr 
Contraexemple. 1) Funcţia f: Rx (0, 00) — R, f(x, y) = e fată: . 1% 0, este de 
af G 
clasă C” și satisface ecuaţia y S — za. = }f pe Rx (0, 00). Ea nu poate fi extinsă la un 
x y 


vector propriu pe R? al cimpului vectorial X = (y, —2). Într-adevăr, liniile de cimp ale lui 
X sint periodice, t — (asin(t + b), acos(t + b)) şi deci singura valoare proprie a lui X este zero. 
y =g 8 
și 54 e R? 0, 0 
arp’ Ep EDRN 
sînt periodice, œ(t) = (a sin(t + b), a cos(t + b)). te R, şi deci singura valoare proprie a lui X 
pe RN ((0, 0)} eate zero. Aceasta nu exclude faptul că functia f : Rx (0, 00) — R, f(x, y)= 
2(42+ y%)aresin 
EEF i PARE ESE 
= e ; A0, este de clasă C* și satisface ecuația 


2) Liniile de cimp ale cimpului vectorial X = 


22+y20z x+y? ôy 
pe Rx (0, 00). 

Legăturile dintre proprietățile operatorului liniar X şi proprietățile 
globale ale curentului generat de X sînt de o importanță deosebită în 
cazul în care curentul conservă volumul. Pentru a pune în evidență aceste 
legături sint necesare cunoștințe de teoria operatorilor liniari pe spații 
euclidiene (sau în particular hilbertiene). 

Presupunem că D este o mulțime deschisă, convexă şi mărginită din 
R” cu frontiera 3D netedă pe porţiuni. Atunci e Du ðD este un com- 
pact în R”. Mulțimea (*(D) a funcţiilor de clasă 0” pe D care se anulează 
pe 2D este un spaţiu vectorial real. Produsul scalar standard pe Ce(D) este 


Wo) boa aae 


D 
şi deci 0*(D) este un spaţiu euclidian. 
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Teoremă. Un cîmp vectorial de clasă 0> pe D al cărui curent conservă 
volumul este un operator liniar antisimetrice pe spațiul vectorial euclidian 


c*(D 
ionita Ţinem seama de ipotezele f [sp = 0, div X=0 (cîmp 
vectorial solenoidal) şi de formula Gauss-Ostrogradski [11, p. 308], 


| aiv X) dz = | (X, N) do 
5 aD 
unde N este cîmpul vectorial unitar normal (exterior) la 4D. Rezultă 


XYP), 9) =È XO) g az i | X(fg) (2) de — (roxo (ajat = 


ol 


D D 
= fav (fgX) (2) dz — | fiohg(z) (div X) (2) da — rox (9) (2) dz = 
D 


D 


= | (fgX, N) do -hrs g (x) (div X) (x) dz — (rox (g) (æ) dz — 


55 5 D 
= -frx (9) (2) dz = — (£.X(9)), Y fg € ¢”(D). 


D 
Consecinţă. Singura valoare proprie (reală) a „câmpului vectorial 
X: Ce(D) = 0>(D), de clasă 0”, al cărui curent conservă volumul, este zero. 


5 


Demonstraţie. Proprietate a operatorilor antisimetrici ; în cazul con- 
siderat, relaţiile X(f) = à f, f # 0, (X(f), f) = 0 implică A = 0. 

Pentru exemple de cîmpuri vectoriale al căror curent conservă volumul 
a se vedea 3.8—3.13. 


Observație. Fie ecuația X(f) = Ff sau, altfel seris, X(In|f]) = F, unde F : D — R 
este o funcție fixată. Pentru orice linie de cimp æ : T — Da lui X se satisface 


S In |f(z(0)! = F(a(0) 


Fă 
: 


f F(a(s))ds 
Nal) = Falh): e? 


Dacă cunoaştem pe F şi f, atunci din proprietățile lor și din ultima relație decurg proprietăți ale 
lui a şi X. 


6.6. Metoda reţelei 


În cazul în care soluţia f a unei probleme Cauchy ataşată unei ecuaţii 
liniare cu derivate parţiale de ordinul întîi nu se explicitează prin formule, 
se face apel la metoda numerică a rețelei, cu ajutorul căreia se obţine un 
tabel de valori ale lui f. 


151 


Pentru simplificarea expunerii fie ecuaţia cu derivate parţiale de 
ordinul întîi a of -+ o. =P 
Aa Oy 


(z, y), unde f este funcția necunoscută de 


clasă C! pe [e,4]x[0, T] care satisface 

condiția inițială f (x, 0) = g(2). Constanta 

a este dată, iar F şi g sint funcții de clasă 

O! cunoscute. Această problemă are soluția 
Y 


exactă f(s, y) = gle — ay)+ | Patay + 


0 
+ æ, t\dt. Metoda numerică de găsire a 
unui tabel de valori ale lui f constă în ur- 
mătoarele : se înlocuieşte domeniul [c, 4]x [0, T] printr-o rețea dreptun- 
ghiulară de pas dublu k, k (h> 0, k > 0 convenabil alese, fig. 6.7), adică 
printr-o mulțime discretă đe puncte Mp Qe coordonate 7, = Ph, Ye = gk, 


f(p.1)=(7+0k/h) 9(p)-(ak/hig(p+1)+kF(p.0) 


fip.q*1)=(1*0k/hif(prql- lak/hif(p+1.q)*kFip'q) 
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P, deZ, q > 0, numite nodurile rețelei; se determină valorile funcției f 
în nodurile reţelei ataşind ecuaţiei iniţiale un sistem de ecuaţii cu dife- 
renţe finite. 


Algoritm. Se fixează h şi k, se notează Fp, = F(ph, qk), g. Ja = g(ph), 
Jv, = f (ph, qk); se înlocuieşte Problema Cauchy inițială prin sistemul de 
ecuații cu diferențe finite 


hanba ș alea ha — Pun fra = dm 


în care a, Fpa, 9, Sînt numere reale cunoscute, iar şirul {fps}; P, 4 €Z, 
q> 0, este un şir dublu de numere reale care se determină termen cu 
termen. 


ai i è : aa ak 
Teoremă. Dacă paşii rețelei h și k satisfac condiția 0 < — 3 <s Ł, 


atunci sup |fpa — fiph, qgk)| < nkl nih, k)l, wak lim n(h, k)=0, n eN, 
e h,k) —>(0,0) 
n fiind fixat. 
Inegalitatea din teoremă constituie o evaluare a erorii în formula 
aproximativă f (ph, qk)z fra În concluzie, teorema afirmă că dacă (h, k)— 
(0, 0) şi n este suficient i mare determinat de condiția nk = const, atunci 


lim sup |f —f\iph, ql:)—0 şi deci metoda rețelei este convergentă. Schema 
(h,k) —= (0,0) 


logică pentru algoritmul metodei este dată în fig. 6.8. 


6.7. Probleme propuse 


1. Să se arate că funcțiile definite respectiv prin f(e) = &s + 8; + Be 
Şi g(L) = Dita E = (Liy ek, Xa) E R”, 5, j, k fiind fixaţi, sint soluţii ale 
ecuației 
Ff | 
w(t — w) A + g(r — a a a Dale — z) 2L -= 
Oz; Tk 
w .ps X p . PRE . 4; — Las— F 
2. Să se verifice că funcția definită prin f(e) = — 3 
Bi > Di La — 83 
o soluție a ecuațiilor 


4 4 
As 
ii dz, = 02 
3, Fie X.=(1,0,0), X= (0 140), X= 0H; X, = (—a 
a 0), X; = (0, —23, Za), X, = E 0, — 7) (22 Xə, z) ER?, cìmpuri 


vectoriale Killing liniar independente în (R°). Să se determine hiper- 
suprafețele de cimp. 
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4. Pentru fiecare dintre cîmpurile vectoriale următoare să se deter- 
mine familia suprafețelor de cimp : 


1) V = 2(02 — y?) i + 2ay į + æyzk, 

2) V = x(g +2) i + yl(y +2) i + (e? — ey), 

3) V = (z + e) i + (e+ e) j + (e — ek, 

4) V = (xy? — 2gt) i + (24t — xy) į + 92 (x° — kk, 
5) V = oyi — Ii + VI — Bam), 

6) V = (æ? + y?) i + 2y} + ezk, 


R 1) 4=— elole h), 2) Inx + = = 9 ( y + =) > 3) p+zrzet=a(z+ ze), 


„33e — —2 -2 ” ȘI Ly 2 — aresiny FA zi — y? 
4) xyz = olay? + yr?), 5) yz + ay + Vi — y°) = (re ) 6) 2 = yọ PD i 


y , ” , 4 0 de 
5. Să se găsească soluţia problemei Cauchy (#2) a —yly+ z) Tr =0, 
& y 


z (1, y) = Vy. 


6. Se dă cîmpul vectorial V = æ? (y + 2)i — y? + e) į + 2z y— vk. 
Să se determine suprafața de cîmp care trece prin curba æy = a, w-++y=b. 


7. Să se rezolve următoarele probleme Cauchy : 


92 ðz 
1) x— — y — = 0, z(x, 0) = po); 
ay GEY 
âz gz 
2) — + — = 22, g(x, 0) = (x); 
) da + FR ; 0) pix) 
3) dz = E ; 2(4,0) =; 
2y bx 
9 87 47 
4) PI. PA of = f, f(x, y, 0) = p(x, y). 
ðr ðy z 


(x — y) 


R. 1) z = (Vx? F y?y; 2) z = 
$ t — yg — y) 


3) e= 26712 4) T= ole t getet, 


8. Să se arate că polinoamele armonice în două variabile sînt poli- 
noame omogene. 


: P r : r -ula IPa 
Indicație. (x + iy)” = Palx, y) + iQr (x, y) implică —— = nP- —=— Nay 
dz ôg 
PAn a r i 
= = Wary = NPni Pny = Pan — VQn: Ons = UP + tOn Deci 
IP IP, 3 
E A h E sita Băi Bit de-a ag itp 
ĝar dy âx dy 
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9. Fie f : R” — R,(2, y) > f(x, y) o funcție de clasă Co pe RYNIR”, 
unde R” = ((, y) e R™|y =0). Să se arate că dacă f(s, 0) = 0 şi dacă 
funcţia parţială y — f (x,y) este omogenă avind gradul de omogenitate 
p > 0, atunci f este continuă pe [R*. 


10. Se dau cîmpurile vectoriale (y, —2 0), (z, Y, 2) (22, yz, 42), 
(2y, Y’, yz), (ez, yz, 22). Să se arate că familia de conuri g? + y? = ¢?2?, 
unde c este un parametru real, este invariantă faţă de curentul generat de 
fiecare dintre cîmpurile vectoriale date. 

Aceeaşi problemă pentru câmpurile vectoriale (1, 0, y), (4, 0,2), 
(22, cy—z, xz), (0, 1, æ), (0, y, 2), (£y —2, 4°, yz} şi paraboloidul hiper- 
bolic. 2 = ay. 

11. Fie cîmpurile vectoriale (1, 2), (x, 2y), (x? — y, sy). Să se arate 
că grupurile cu un parametru determinate de aceste cimpuri vectoriale lasă, 
invariantă parabola a? — 2y = 0. 

12. Se dau cîmpurile vectoriale X = (1, 2 v, 3y), Y = (x, 2y, 32), 
Z = (0, 1,32) şi funcția reală f(x, y, 2) = 3ay—2—2a3. Să se arate că: 

1) funcția f este un invariant în raport cu grupurile cu un parametru 
generate de X respectiv Z; 

2) funcția f este un vector propriu al lui Y în raport cu valoarea pro- 
prie 3. 

13. Să se cerceteze existenţa valorilor proprii și a vectorilor proprii 
pentru cimpurile vectoriale X = (X,, ..., Xn) în cazurile 

1) Xa) = F anhs => Li o i 2) Xa) = VI cn, = Leca e 

jet jri 

Indicaţiec. div X = 0. 

Aceeaşi problemă pentru cîmpurle vectoriale omotetice, afine sau 
proiective. 

14. Folosind metoda rețelei, să se aproximeze soluțiile următoarelor 
probleme Cauchy : 


1) CĂ = A f(&,0) = sin mg, (&, y)e [0,1]xX [0, 1], h=k =0,2; 


ðs  ðy 
i 2] 
TE EE. ee pina de 0 ata: (edil E =] x [0,1], h=0,1 ; 
ðs 0y 2 
k = 0,05. 


15. Să se determine curbura Gauss și curbura medie ale unei supra- 
fețe de cimp din (RE. 


16. Fie f: R* — R o funcție cu proprietatea grad f|| = 1. Să se 
arate că suprafețele de cimp ale lui grad f sînt riglate. 
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7. TEORIA BIFURCAȚIEI 


Teoria bifureaţici se ocupă cu studiul influenței variației parametrilor asupra punctelor 
de echilibru și a liniilor de cimp (în special periodice), avind aplicaţii în biologie, chimie, 
fizică, inginerie etc. (sau în detaliu în domeniile menționate în introducerea la Cap. 5). Din 
aceasta prezentăm doar ideile de bază și exemple, cu menţiunea că teoria generală reclamă 
cunoștințe de analiză funcţională. topologie și sisteme dinamice. 

În 7.1 se descrie bifurcația în mulţimea de echilibru scoţindu-se în evidenţă rolul teoremei 
funcţiilor implicite în această chestiune. Tot aici se reamintește clasificarea punctelor unei curbe 
plane dată printr-o ecuaţie carteziană implicită și se. dau exemple de bitureație în cazurile 
în care mulțimea de echilibru este respectiv evarlică, evartică bicilindrică, evartică hipopedă și 
rodonee sferică de indice 2. 

Noţiunea de varietate centru, care derivă din noțiunea de multime invariantă, este pre- 
zentată în 7.2. Apoi se comentează bifurcația curentului local (v. 7.3), în sensul trecerii de la 
linii de cimp deschise” la linii de cimp „sinchise””, făcindu-se apel la un sistem liniar și la 
unul neliniar (model din biologie). ambele cu cite două funcții necunoscute. 

În 7.4 se prezintă teorema Hop! a bifureaţiei într-o variantă simplificată, dar suficient 
de generală pentru a putea fi aplicată la cazurile concrete esenţiale cum sint ecuaţia von der 
Pol din teoria circuitelor electrice, sistemul Lorenz care descrie turbulența dinamică a unui fluid 
şi sistemul Goodwin care modelează procese biochimice. 

Problemele din 7.5 se referă la mulțimea de echilibru. bifurcația în mulțimea de echilibru, 
existenţa varietăților centru, stabilitatea punctelor de echilibru și bifurcația curentului (cu 
aplicaţii in chimie și teoria reactoarelor), 


7.1. Bifurcație în mulţimea de echilibru 


Pia X(a,0) = (Xa, D ccc Xa, O = ll Ma ER a 
cîmp vectorial de clasă C* pe R" care depinde de parametrul vector 
c = (ep, -- -s Cm) E R”. Spaţiul R” este numit spațiul stărilor, iar R" este 
numit spațiul de control pentru sistemul diferențial 


di 


= Ay oa G saey aug = lea ay 53 di saga) E 

Submulţimea E a lui [R"X R” caracterizată prin ecuaţiile carteziene 
implicite 

Xar 6) —0,. :., Zale, 0) =0, e lR", ce”, (2) 

se numeşte mulțime de echilibru, deoarece proiecția ei pe [R” constă numai 

din puncte de echilibru ale sistemului (1). Mulțimea E este o subvarietate 


de dimensiune m a lui R” x R” numai dacă X are anumite proprietăţi 
(de exemplu să satisfacă ipotezele din teorema funcţiei implicite, 
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êX: i ini E, aie 
det | (x, c)| 4 0). În general, multimea de echilibru constă din puncte 

ÔT; 
izolate sau din grafice de funcții implicite definite de sistemul (2). Aceste 
grafice se numese ramuri ale mulţimii de echilibru. 

Fie y restricţia proiecției z: R” X R” — R”, z(z, c) = e la E. Sub- 
mulțimea S a lui E formată din punctele singulare ale funcției y: E >R”, 
adică din punctele în care rangul matricei jacobian J(y) este mai mie 
decit m, se numește multimea singularităților. Explicitind jacobianul lui 
z; se constată că S este caraterizată prin ecuațiile 


3 r 


Ale, e) = 0 „det | E i (ze o] =e paora 
ÔT 


Presupunem Că (ra. €o) nu este un punct izolat al mulțimii de echilibru 
E. Dacă (Xo, ĉo) este un punet singular al lui E cu proprietatea că există 
cel puţin două ramuri E, : 4 = ele) și E, : x = Ņ{e) ale Imi E astfel încît 
oleo) = (eo) = za si En Ez = { (2o €0)) ), atunci punctul co se numește 
punct de ligă al ramurilor în cauză. 

Imaginea B = 7(S)c R” este numită mulțimea bifurcație a punetelor 
de echilibru. Mulțimea biturcaţie este observabilă şi pe ea se schimbă 
numărul și natura punctelor de echilibru. 

Punctele de echilibru izolate și ramurile disjuncte ale lui E nu au, 
legătură directă cu bitureaţiile. 

CJasilicarea punctelor unei curbe definită printr-o ecuație carteziană implicită. Fie curba 
T : Fix, 5) = 0, unde F : R? — R este o funcție de clasă C9, 


ĝF JF 
1) Un punet al Iui I în care a = 0 sau = #0 se numeşte punct regulat. Într-un 
da 


nma niy punct funcționează teorema functiei implicite, adică există o funcție unică g = a(B) 
sau 8 = B(«) al cărei grafic trece prin punctul respectiv și este inclus în F. 


JF dg 
2) Un punct Melay: 8o) 2 lui T în care p (M) #0 şi aş își schimbă semnul la tre- ` 
25 


i 


ĝF ag 
cerea lui 8 prin pafs eD (Mo) #0 și aa își schimbă semnul la trecerea Iui x prin ag) se nu- 
x 4 


mește punet regulat de încrucișare. 


OF aF 
3) Un punct al lui F in care -_- = 0, Er 0 se numește punct singular. 
Ca g5 
4) Un punct singular a! curbei T în care cel puţin o derivată de ordinul doi a mi F 
nu se anulează și prin care trec două și numai două ramuri ale curbei I care posedă tangente 
distincte se numește pune! dublu (fig. 7.1, a). 


+ 


fas 


ZA E (oP 


5) Un punct dublu Mo(9;30) al lui I pentru care se (= S iși schimbă semnul pe 
is] x 
una dintre ramuri, la trecerea lui A prin 6, (la trecerea lui g prin go), se numește punct 
singular (dublu) de încrueișare (tig. 7.1, b). 
6) Un punct singular al lui T' în care două ramuri ale lui I au un contact de ordinul doi 
ri numeşte punet de întoarcere. Într-un asemenea punct cele două ramuri au aceeași tangentă 
fig. 7.1, c). 
7) Un punct izolat al lui T' se numeşte punct conjugal. 
8) Un punct singular al lui T in cure se anulează toate derivatele de ordinul doi se numește 
punct singular de ordin superior. 
Fie (o fo) T un punct singular în care hessiana d?F(xp, Bo) nu este identic nulă. Dacă 
det EF(o; Bo) > 0, atunci (xo 2o) este un punet izolat (conjugat) în T ; dacă det dE (ap Bo) < 0, 
atunci (a, By) este un punct dublu al lui I'; dacă det 'F(xo, Bo) = 0, atunci (a: Bo) este un 
punct de întoarcere al lui T. Într-un punct dublu sau de intoarcere direcţiile (1, m) ale taugente- 
lor la T sint date de 
@F ËF ËF 
Be 8o) + —— (a fo) + n — (aa fo) =0; 
Para (ao fo) t 2im PET (zos Bo) Ie (tor o) 


Punctul conjugat și punctul dublu în T sint puncte critice izolate pentru funcţia F. 
Aplicatia 7.1. Fie ecuația diferențială cu variabile separabile 


unde c este un parametru real. Mulțimea punctelor de echilibru este descrisă de ecuația 
c — c2 -+ ax?j4 =] 0 {saul echivalent t= +2 leyi— e, ce[—1. 1]. Seobservă că (0,0) 
este singurul punct singular al [lui Æ (evartică [58]). Acesta este un punct de intoarcere , 
(fig. 7.2). 


Ramurile (lui E) æ = —2leVi—c2 şi x = 2lel Vi — c2 se bitureă una din alta în c=0 
7.2. Fie sistemul diferențial 

dx y 

3 pa = ep 1 

dt d: 


unde c este un parametru real. Mulțimea punctelor de echilibru E: «ê? -+ č — 1=0, p? e — 
—1 = 0, ce [—1, 1], este o cvartică Bicilindrică [58], adică intersecția a doi cilindri ale căror 
axe sint perpendiculare, în raport cu reperul cartezian Ozyc (lig. 7.3). Bicilindrica £ are donă 
puncte singulare și anume (0,0, +1). 
Ramurile (lui E) 
z= y1 e, g= yt- ece [—1, 1]. 


se bifurcă una din alta in ¢ = — 1 și in ¢ = 1 (ñg, 7.3). 


Fig. 7.2 
7.3. Fie sistemul diferențial autonom 
G Bă ppt 4+ a d = (n— pap, 
di A di tă 
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unde e este un parametru real, Mulțimea punctelor de echilibru este 
Ba + plec —4=0, (x 1f} +y ill. 


Evident, ce [—2, 2] și E este o evartică hipopedă (lemniseată sferică [58]), adică intersecția unei 
sfere şi a unui cilindru de rotaţie tangent interior sferei, în raport cu reperul cartezian Oxye 
(fig. 7.4). 


Ramurile (lui £) 
4 —e l- 
x = TP. g= — V4 — 2, ce|-—2,2], 


Pe 


se bifurcă una din alta în ¢ = 0. Singurul punct singular al 
lui £ are coordonatele r = 2, y = 0, ¢ = 0. 
7.4. Considerăm sistemul diferențial autonom 


dx 2 E dy i E (aa 2 
— + pik E—1, gt — 04 ea 4+- 9). 
dł á i aL i 


unde c este un parametru real. În acest caz mulțimea punc- 
telor de echilibru E : 22 + y? + &—1= 0, y? — 2? rea -+ 
-+ y2)=0, ce [—1, 1], este o rodonnee sferică de indice 2155]. 
Într-adevăr, E admite reprezentarea parametrică periodică 
a = sin 2u cos n, y = sin 2u sin u, ce = cos 2u, u e R, și deci 
este curba v = 2u situată pe sfera & = sin V cosg, Y = 


= sin v sin u, a = cos v, R, ne R, de rază unu. Punctele Fig. 7. 
singulare ale rodoneei £ sint caracterizate prin r? -+ y? -+ 
| 2 2y | ; z 
pc — 1 20 peee | TA, | = 0 şi deci sint (0, 0,41). 
ka ’ [2xđe— 1) 2e +1) 


Ramurile (lui 1:) 


Ie li Fe 
iae i a || a a a a 


E - 


se bilurcă una din alta în e = —1 şi înc = 1 (fig. 7.5). 


7.2. Varietatea centru 


Fie X = (X,, ..., X,„) un cîmp vectorial 


de clasă 0* pe R” si e =la h i=in) 


sistemul diferenţial care dă liniile de cîmp ale lui X. 

O submulțime S c [R” se numește mulţime local înrariantă pentru 
sistemul (3) dacă Y xo €S linia de cîmp a(t) a lui X determinată de 
condiţiile iniţiale z(0) = ~, se află în S pentru te (—s, e). Dacă s = o, 
atunci S se numește multime încariantă. 

Mulțimea vidă și R” sint local invariante. Orbitele cimpului vectorial 
X sînt mulţimi local invariante nevide (de dimensiune minimă) și orice 
mulțime local invariantă nevidă este o reuniune de orbite. În consecinţă, 
hipersuprafeţele de cimp sint mulțimi local invariante. 

Orbitele care sînt puncte de echilibru sînt invariante și deci mulţimea 
de echilibru este invariantă. 


159 


Reuniunea și intersecția a două mulţimi local invariante sint mulţimi 
local invariante. 

Fie sistemul diferenţial 

Se — Be + fly), $= Oy +9 (ay), (4) 
di dt | 

unde z e IR", yR”, iar E și C sint matrice reale. Presupunem că valorile 
proprii ale lui B sint pur imaginare, valorile proprii ale lui C au părţile 
reale strict negative, iar tuncţiile f şi g sint de clasă 0* și satisfac condiţiile 
F(0, 0) =0, (0,0) =0, g(0,0)=0, g'(0,0)=0 (prin f’ înţelegem 
matricea jacobian a lui f). 

Deoarece valorile proprii în numere complexe ale unei matrice reale 
se grupează în perechi, număr complex și conjugatul lui, urma matricei B 
(suma valorilor proprii) este egală cu zero, iar urma matricei C este strict 
negativă. De aceea în (0,0) divergența cimpului vectorial (Be -b f(s, y), 
Cy + g(x, y)) este strict negativă. Prin continuitate, divergenţa rămîne 
Strict negativă pe o vecinătate a lui (0, 0) şi deci curentul generat de cîmpul 
vectorial pe această vecinătate micșorează volumele. 

Fie S : y = h(z) o mulţime local invariantă a sistemului (4). Dacă 
h este de clasă Ct și h(0) = 0, h'(0) = 0, atunci S se numeşte varietate 
centru. 

Varietatea centru se foloseşte deseori în teoria bifureației. Ca sub- 
varietate în [R* x R”, varietatea centru este tangentă la R” în origine. 


Teoremă. [9]. Dacă matricele B, © şi funcțiile f, g satisfac conditiile 
specificate mai înainte, atunci sistemul (4) admite o varietate centru S : y = 
= h(2), la < è. 

Ilustrăm doar tehnica demonstrației pe exemplul 

dz, dz, dy } 

—— Sa =, NL Tis bal 

ai e 0 ir Y + 9 (£i, La) (4) 
unde g este o funcție de clasă C* cu gl£, do) =o(at + 3) cind 
(£i, £a) — (0, 0). 

Fie 4: R? — R o funcție de clasă C* cu b(s)=1 pentru |ell<1, 
V(z) = 0 -pentru |z|| > 2. Definim G(2i, £) = (zu, 2a) Jlli Le) și 
arătăm că 


dz, dza E au A PE 
a Pa qi 0, FF Y +G (x 22) (4) 
admite o varietate centru y = A(z, Z2), (21; 22) e R°. Deoarece restricţia 
lui G la discul de rază 1 cu centrul în origine este g, rezultă că există 3 > 0 
astfel încît y = h(fi, Za), 22 + 22 < 3, să fie o varietate centru, locală 
pentru sistemul (4). | 
Primele două ecuaţii din (4) admit soluţia i(t) = 6 + 6 t, 
g(t) = cz, te R, unde z:(0) = c, it = 1, 2. Dacă y(t) = h(a (t), za(0)) 
este soluție pentru a treia ecuaţie din (4), atunci 


5 hle, + c t, cs) = —h(0, + Cat, C2): + G (6, + Cat, Ca). 
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Această ecuaţie liniară neomogenă de ordinul întii admite soluţia 
t 
(e, + Cat, Ca) = e™ (h(é, Ca) + | Glotos $, 03) ds). 
0 


0 


Condiţia lim h(6, -+ Cat, ca) e = 0 implică h(e,, c3) = \ eG (c14 C3, ca)ds, 
t= -0 


—00 

fapt ce determină bine pe h, deoarece G are suportul compact. Prin con- 
structie y = h(e,, ca), (C1; Co) e IR?, este o varietate centru pentru sistemul 
(4”) și restricţia la €? + c < 3 este o varietate centru pentru sistemul (4). 

Din exemple rezultă [9]: 

— varietatea centru nu este necesar unică, iar intersecţia varietăţilor 
centru nu este vidă; 

— dacă f şi g sint analitice, nu rezultă neapărat că k este de clasă 
C* sau analitică. 


Aplicaţii 7.5. Sistemul diferenţial dr/dt = — q", dy/di = —y admite o familie cu doi 
parametri de varietăţi centru 


c, exp(—x7?/2) pentru x < 0, 
y = (z, cp ĉ&) = 40 pentru z=0, 


cĉ, exp(—x—2/2) pentru z >Q. 


1 
Într-adevăr, (0, 0) este punct de echilibru, > t+ kp unde k, este constantă arbitrară, 


27 
defineşte soluția generală a ecuaţiei dx/dt = —x5, iar y = ke~t, k, fiind constantă arbitrară, 
este soluția generală a ecuației dy/di = —y. Rezultă 
eye 22 pentru x < 0, _ 
orbitele (0,0) și y = cy ĉ fiind constante arbitrare, care sint schițate 


cez *]2 pentru x >0, 
în fig. 7.6 (c, < c2) în baza următorului tabel de variaţie, intocmit pentru c, >0, ez > 0: 


x |- 0 00 


Varietatea centru (reuniunea orbitelor precedente) este schițată în fig. 7.7 (c, < c), adăugind la 
observaţiile precedente faptul că x — h(z, c,, ca) este o funcţie de clasă Co. 
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7.3. Biiureaţia curentului 


Considerăm cîmpul vectorial X(, c), ze R”, ce R” de clasă 0% 
căruia îi ataşăm sistemul diferențial 


= = (%0); (5% 


Fie V o mulţime deschisă din [R” care conţine punctul cg şi w = (e), 
ce V, un punct de echilibru izolat al sistemului (5). Spunem că e = e. 
este un punct de bifurcaţie pentru sistemul (5) dacă în e = cy se schimbă 
proprietăţile calitative ale curentului local în sensul că în orice vecinătate- 
a lui c există puncte a şi b astfel încît portretele locale ale fazelor pentru 
c=a şi e =b nu sint topologie echivalente. 

Presupunem că aproximarea liniară a lui (5) în vecinătatea punctului. 
z(c) este 


dz 
EP) = A(e)z. (6) 


Cazul candidat la producerea bifureaţiei este acela în care A(c) are şi valori. 
proprii cu partea reală nulă, Într-adevăr, dacă toate valorile proprii ale Iui. 
A(c) au părţile reale nenule, atunci pentiu ||:—ec, || suficient de mic soluţiile 
lui (5) se comportă local ca și soluţiile lvi (5) gi deci c=—cg nu este un punct 
de bitureaţie. În plus, fiind interesaţi în special de bifurcația fenomenelor 
stabile, se impune să adăugăm ipoteza că A(c,) nu are valori proprii cu 
partea reală strict pozitivă. 

Aplicaţii 7.6. Sistem liniar. Cel mai simplu exemplu de bifureaţie a curentului se intilneşte: 
a sistemul diferenţial liniar omogen 


dz dy + n 
— mel i e cE 
a SP a “ ? 


atașat cimpului vectorial Kiling (cx — y, {x + cy) pe R?. Cu notaţiite din 4.3, avem B = 2e 
p=1+e2 > 0, B? — 4y = —4 < 0. Deoarece y = 1 + cê > 0,y > 2/4. ye E R, punctul, de 
echilibru izolat (0, 0) este (1) un focar asimptotic stabil pentru e < 0, (2) un centru pentru 
c = 0 şi (3) un focar instabil pentru c > 0 (fig. 4.6). De accea cp = 0 este valoarea lui ¢ în care- 
se produce bifurcația curentului : de la orbite spirale ce vin către (0, 0) se trece la orbite închise 
(elipse concentrice) în jurul lui (0, 0) şi apoi la orbite spirale ce pleacă dinspre (0, 0). Această 
bifurcaţie are loc deoarece trecerea lui c de la valori negative, prin zero, la valori pozitive face: 
ca punctul (8, y) să traverseze axa Oy într-un punct în care y > 0. 
Natural, este cazul să ne întrebăm dacă pentru sistemele diferenţiale liniare omogene 


dz dy 
~— = Qa T F Ca — = lyt + ay! 
dt n 12» PP 21 22 Y 


poate să apară și un alt fel de biiureaţie decit cel deseris anterior. Teoria din 4.3 ṣi fig. 4.6 dau 
răspunsul la această problemă. Într-adevăr, chiar dacă a;;, i, j = 1, 2, sint funcții diferențiabile- 
de ce, nu se obțin linii de cimp închise decit pentru 8 = 0 ṣi y > 0. Deci, ori avem o bifurcație 
propriu-zisă de tipul precedent, ori avem o bifurcaţie patologică care apare la trecerea prin 
(0,0) a punctului (0, y) care se mişcă pe semiaxa pozitivă Oy. Patologia este legată de faptul 
că pentru y = 0 avem o dreaptă de puncte de echilibru și nu un punct de echilibru izolat. 
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7.7. Sistem neliniar. Anumite aspecte ale interacțiunii dintre două populaţii, dintre care 
una par azitară și una victimă, sint modelate de sistemul diferențial neliniar [47] 


d d 1 
en x(x (1 — x) — y), d-o „(e Se ) (7) 
at dt c 


pe x > 0, y > 0. unde g este un număr strict pozitiv fixat, iare 
este un parametru strict pozitiv. 

Punctele de echilibru ale sistemului (7) sint (0, 0). (1, 0) ṣi 
(e77, e71 (1 —c-D), ce >1. În raport cu reperul cartezian Oxyc, 
mulțimea de echilibru Z este compusă din semiaxa deschisă Oc, 
semidreapta deschisă D : z=—1, y=0, c>0şi curba D: x=1/e, y= 
= (1—1/c)/e c > 1, care apare la intersecția a două suprafeţe 
cilindrice X, : x = 1!e, e > 1, cu generatoarele paralele cu Oy, 
şi E: y = (1 — 10), e> 1, cu generatoarele paralele cu Ox. Fig. 7.8 
Supralaţa E, este o parte dintr-un cilindru hiperbolice. Forma lui 
£, este determinată de alura graficului funcției reale y = 
(1—1/c)je, c> 1 (fig. 7.8) care rezultă din tabelui 


2 3 co 

0 — — 0 
s E RE pl 

1/4 S 20 A 0 


Figura 7.9 conţine pe E, Xa, E = Oe UD UT şi proiecția 
lvi E pe planul rOy care este arcul de parabolă y; : y=a(t — xr), 
0<x<1, c = 0. Se observă că în punctul e = 1 se produce o bi- 
furcație a punctelor de echilibru. 

În continuare vom face apel la aproximarea liniară a lui 
(7) şi deci la teoria cin 4.3 şi la fig. 4.6. 


Aproximarea liniară a sistemului (7) în vecinătatea punt- „co 
x 


a dz dy a 
tului de cchilibru (0, 0) este —— = 0, —=——y. Astfel, Fig. 7.9 
ät dt e e 
A 
cu notațiile din 4.3 avem f = — — < 0, y =0 şi deci ìn fig. 4.6 punctul (8, y) se afiă pe semi- 
c 


x 


RP, 
axa negalivă Oy’. Explicitarea familiei liniilor de cimp x = kp y = k,e f, te R, pune in- 
evidență comportarea curentului in vecinătatea lui (0, 0). 
Fie punctul de echilibru (1,0). Matricea aproximării liniare a sistemului (7) în vecinătatea 
—i —1 
acestui punct este | 


} Astfel 8 = —1 + (1 — cb, = —a(i—c”1). Pentru 
0 a(1—c1) 


£ y > á m i E Ei 3 
0<c<1 avem —- < 0, e; < 0, ceea ce ajută la a arăta că pentru orice condiţii iniţiale = 


àt n 
le-o Na e Sr FĂ de ha 
z(0) > 0, y(0) > 0 avem lim a(0)=—1, lim y(t) = 0. Pentru e aveni FLO şi fig. 4.6 arati, 
400 !—=00 va aie sati? S 
că (1,0) este un punet șa. $ 


Fie punctul de echilibru (cl, e71 (1—c1)), c>1. Aproximarea liniară a sistemului (7) iw 
vecinătatea acestui punet are malricea 


KE gA 
aci(1 — e~?) 9 


Dacă e = 2, atunci 8 = 0, y = 4/8 > 0 şi punctul de echilibru (1/2, 1/4) este un centru 
(fig. 4.6). 

Dacă e < 2, atunci 8 < 0 şi deci punctul de echilibru este fie un focar (pentru y = 2/4), 
fie un nod (pentru y <ß8?/4) asimptotic stabil. Dacă c > 2, atunci 8 >0 și deci punctul de echili- 
bru este fie un focar (pentru y > 2/4), fie un nod (pentru y < 2/4) instabil. Freie că pentru 
c sulicient de apropiat de 2 avem focare, iar inegalitatea y> 87/4 este echivalentă ew 


| şi astfel 8 = c-3(1—2c0), y = ac 2(1—c"1)> 0. 
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x> (11—207 t} [4(1—ec7t)]. Tabelul următor conţine toate posibilităţile j şi arată că pentru o 
anumită valoare a lui g bifurcaļia are loc la trecerea prin c = 2. Pentru simplificarea scrierii 
notăm å = (1—27 [4(1—e)]. 


>a | aa 
e < 2 focar asimptotic stabil nod asimptotic stabil 
c = 2 centru imposibil deoarece o > 0 
c> 2 focar instabil nod instabil 


7.4. Teorema Hopi a bilureaţiei 


În acest paragraf ne propunem să punem în evidenţă felul în care 
soluţiile periodice ale unor sisteme diferenţiale autonome apar din variaţia 
punctelor de echilibru în raport cu parametrii. În mod necesar cimpurile 
vectoriale X la care sint ataşate aceste sisteme nu sînt cimpuri potenţiale, 
nici biscalare, şi nici cimpuri pentru care (DxX, X) nu se anulează în nici 
un punct deoarece acestea nu admit linii de cîmp închise (v. 5.1, 8.4, 9.1). 
De asemenea, bitureaţia curentului periodic nu poate să apară la cimpurile 
vectoriale definite pe IR, ci numai la cimpurile vectoriale definite cel puţin 
pe R°. 

Fie X(x, c) = (X(x, €), ..., X(, €)) un cimp vectorial de clasă 0* 
pe R",n > 2, care depinde de parametrul real e şi 


Si Aw, 0 = = X,(x, ¢) (8) 


sistemul diferențial care determină liniile de cîmp ale lui X. Presupunem 
că sistemul algebric 


Ala 6) Dars Aaa) =0 


admite o soluție izolată æ, = (0), .. ., Un = (0), CEI. Aceasta este 
un punct de echilibru izolat al sistemului diferențial (8). 


„dr că; i sut 
Fie — = A(c)z, A(c) = --(ar(e), e) | sistemul liniar care apro- 
di N ti 
ximează pe (8) într-o vecinătate a punctului de echilibru r=—z(c). Notăm 
cu (c), ..., A (C) valorile proprii (în mulţimea numerelor complexe) ale 


matricei A(c) şi presupunem că 
ale) = ale) + i8(c), rale) = ale) — Ble) = r(e). 
Dacă n > 2, se adaugă și ipoteza 
Reñ(c) < 0, ..., Re (c) < 0, cel. 
Presupunem că există o valoare izolată co e I astfel încît a(co) = 0, 


B(00) 3 0 şi T (a) > 0 (aceasta înseamnă că la trecerea lui c prin cp 


funcția e — a (c) trece de la valori negative la valori pozitive ; evident se 
poate considera şi inegalitatea opusă). Valoarea co se numeşte valoarea 


critică a parametrului c. l 
În ipotezele precedente E. Hopf a arătat că are loc una şi numai una 


dintre următoarele trei situaţii. 
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Situaţia 1. Punctul de echilibru 2, = z(eg) este un centru, adică există, 
o mulțime infinită de orbite închise concentrice în jurul lui æ. În acest 
caz, pentru ¢ # Co dar vecin cu cp, nu există nici o orbită periodică în 
jurul lui z(c). 


Situația 2. Există un număr b > c, astfel încît pentru fiecare € e(c,, bD) 
există o orbită închisă şi numai una în jurul punctului de echilibru (ec) 
într-o vecinătate a acestui punct. Această familie cu un parametru de 
orbite închise se bifurcă în punctul de echilibru z(c) în sensul că, dacă 
e > cp, atunci diametrul orbitelor închise variază cu |e—cy2. În acest caz, 
pentru ¢ < cĉ, € €I, nu există orbite închise vecine cu gle). 


Situaţia 3. Există un număr a < cp astfel încît pentru liecare € e (4,6) 
există o orbită închisă și numai una în jurul punctului de echilibru æ(e) 
într-o vecinătate a acestui punct. Această familie cu un parametru de 
orbite închise se bitureă în modul explicat mai înainte. Pentru e > co 
nu există orbite închise vecine cu d(c). 

În loc de demonstraţie comentăm geometria teoremei Hopf. Ipotezele 
Reile) < 0, ..., Re nle) < 0, ee, ale) = 0, Blc) Æ 0, garantează că 
contribuţia functiilor proprii asociate lui 23,..., àa la soluția aproximării 
liniare tinde către zero pentru t — co, în timp ce contribuţia funcțiilor 
proprii asociate lui 1, și 2 supravieţuieşte. 

Reamintim că : 1) fiecărei valori proprii reale i se asociază un sub- 
spaţiu propriu real unidimensional (dreapta în [R7) care conţine punetul 
de echilibru z: = (09), j = 1, ..., n3 2) fiecărei perechi de valori proprii 
complex conjugate i se asociază un subspaţiu propriu real bidimensional 
(plan în [R*) care conține punctul de echilibru (în spaţiul fazelor). Ținind 
seama de aceasta, rezultă că, fiind dat un punct æ* = (xf, ..., x7) vecin 
cu punctul de echilibru 2; = Zic), j = 1... n, linia de cimp prin 2% 
tinde în timp tie către punctul de echilibru, fie către planul prin punctul 
de echilibru generat de funcțiile proprii (sinus, cosinus) asociate cu 1, şi 
Aa. Astfel concentrăm teorema Hopf în observaţia că dacă ne oprim la 
aproximarea liniară, atunci evoluţia interesantă (partea din soluție care 
nu dispare) aparține unui plan ce conține punctul de echilibru. 

Demonstraţiile moderne [27, 30. 35 ale teoremei Hopf pun în evidenţă 
că pentru sistemele diferențiale neliniare există (în spaţiul fazelor) o supra- - 
faţă (subvarietate 2-dimensională) care conţine punctul de echilibru și 
care joacă rolul planului ce la sistemele liniare asociat cu 7, şi Ag. Această 
suprafață se numeste raviclaie centru. Astfel, oricare ar fi n > 2, singurele 
posibilități topologice de apariţie a orbitelor închise în afara punctelor 
de echilibru sînt exact posibilităţile din cazul n = 2. Ipotezele „X de 


m 5 da btu a m : Pa : 
clasă C*, 8(c,) = 0, n (69) > 0” limitează cazurile posibile la cele deja 
ae 


prezentate. 


Observaţii. 1) Din cauza existentei varietăţii centru, bifurcațiile Hopf sint fenomene 
2-dimensionale. 


dg 
2) Inegalitatea - - (ĉa) < 0 se poate transforma în inegalitatea opusă înlocuind pe e res- 
A 


pectiv cu co—e, 1je ete. 


3) Dacă sistemul diferenţial depinde de mai mulţi parametri reali, atunci din context 
trebuie depistat parametrul a cărui variaţie ar putea produce bifurcaţie Hopf. 

4) In ipotezele teoremei Hopf se constată că div A(c)zleze,=urma A (c9)<0. Prin con- 
tinvitate, div A(c)z rămine strict negativă pe o vecinătate a lui eg și deci familia de curenţi generaţi 
de A(c)z, cE (09 — €, co + £), micşorează volumul. 


Aplicaţii 2.8. Ecuația van der Pol. Ecuațiile circuitului electric RLC schiţat în fig. 1.20 
sint 


di 
=L- 


IC = OL p > Pa = Qin), ir = in = —io on + d = vo. 


unde i-urile sint curenții pe ramurile indicate prin indici și og = (ig) este legea Ohm gnenera- 
lizată (caracteristică a rezistorului R). Notind ip=z, ve= — (L/C)U2y, t = (LC)! "z, ecuaţiile 
precedente se transcriu 


dr Ma) dy 
eaa — Eo — t => T, 
d7 4 dr 
unde [(x)=(L/C}P B(x). Dacă rezistența este descrisă de funcția f(x) = —uz + 25, atunci sis- 


temul precedent este o formă a ecuației van der Pol. Parametrul real u controlează mărimea 
„rezistenţei negative’. 

Pentru orice y punctul x = 0, y = 0 este un punct de echilibru. Matricea asociată aproxi- 
mării liniare are valorile proprii } a= (u + Vu?—4)/2. Acestea sint : (1) reale negative, pentru 
u < —2, (2) complex conjugate cu partea reală negativă, pentru —2 < p < 0, (3) complex 
conjugate cu partea reală pozitivă, pentru 0 < u < 2, (3) reale pozitive, pentru u > 2. 

Dacă u < 0, atunci punctul de echilibru (0, 0) este asimptotic stabil. Dacă pu crește trecînd 
prin zero, punctul de echilibru (0, 0) își pierde stabilitatea datorită valorilor proprii Aa = 
= alu) + iß (u), unde afu) = u/2 și Blu) = Vi — (a). Deoarece a'(0) = 1/2 > 0, se aplică 
teorema Hopi : există o familie de soluţii periodice care se bilurcă din (0, 0). 

7.9. Sistemul Lorenz. Sistemul diferenţial autonom 


dr x dy PI dz N 
— = —or + 0, — =—tz4+rr— j, — = ty — bz, 
ai w il et 


unde o, r, b sint parametri reali, a fost modelul matematic acceptat de Lorenz pentru turbulența 
dinamică a unui fluid [34]. Soluțiile acestui sistem sint definite pe toată axa reală (v. 3.6) 
Presupunind că ç şi b sint valori fixate, iar r rămine ca parametru, cercetăm bifurcația în 
raport cu r. 
Dacă g Æ 0 și b(r— 1)> 0, alunici punctele de echilibru ale sistemului Lorenz sint 


z=0, y=0, z=0; x= +Vbò(r—1) y= ++ Vb{r—1), z= r-i. 
Ne oprim la punctul de echilibru xg =\b{r— 1), H = Vb(r — 1), % = r — t, care conduce la 


rezultate mai interesante. Matricea jacobian, adică matricea aproximării liniare în vecinătatea 
lui (to Yo 20), este 


—c G 0 
1 —1 —īo 
To žo — b 


Această matrice are polinomul caracteristic 

23 + (o + b+ 1)? + bir + o) + 2b o(r — 1). 
“Ţinind seama că polinomul de gradul trei, care are rădăcina reală g şi rădăcinile pur imaginare 
zi, este A5— 124 6%A4—a3?, ajungem la concluzia că valoarea critică rọ a parametrului r trebuie 


să satisfacă relaţiile 


a = —(a +b -+ 1), + iß = + iyb(ro + o) 2bo(r0—1=b(roto)(o +b +1). 
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Din ultima relație rezultă rn = cls + b -+ 3)(c — b — 1) și 
bir + 6) = 2bo(o + 1)l(6 — b — 1) 


este pozitivă dacă c > b -+ 1. z ga 

Presupunem o > 0, b> 0 şi deci r > 1. Ținind seama că soluţia A a ecuației caracteristice 
23 + (o -+ b -+ 1)? + b(r + o)» +- 2bo (r — 1) = 0 este funcţie de r, prin derivare în ambii 
membri, găsim 

a(r) = —b( -+ 26)/[332+-2(6 + b+1)à +b(r + 0)]. 
Rezultă 
b(s — b — 1) 
2 ELA > 0 

2[f%(r0) + (6 + b+ 1] 
Cu acestea am demonstrat că sintem în condiţiile teoremei Hopf şi deci pierderea stabilităţii în 
r = r conduce la biiureație de tip Hopf . 


1.10. Sistemul Goodwin 


(79) = Re2'(7) = 


dz 1 dy 3 dz 
— m — 08, == by, = y— cz 
dt 1-42” dt H di , 


unde a, b, e sint parametri reali strict pozitivi, n este un număr natural fixat, modelează procese 
biochimice cu feedback negativ (v. 4.4). 
Fixăm pe a și b şi lăsăm pe c drept parametru. Cercetăm prezența bitureației Hopf în ra- 


port cu c. A 
Punctul de echilibru al sistemului este (£g, Yos Zo) CU Tg = bezas Yo =c2o, unde zy este soluția 


strict pozitivă a ecuaţiei i = abez (v. 4.4). Aproximarea liniară a sistemului în vecinătatea 


lui (to Yo 29) are matricea 
=n” -L147 
—a 0 ng I4 2) 
1 —b 0 , 
0 1 —e 
iar polinomul caracteristic al acestei matrice are expresia 


13 A+ (a + b + c)X? + (ab -+ ac 4- boh + abe + nzn—lj(1+-28). Identificind acest poli- 
nom cu polinomul de gradul trei care are rădăcina reală g și rădăcinile pur imaginare + iß 
(vezi exemplul precedent), deducem că valoarea critică c, (dacă există) a lui c trebuie să satisfacă 


i = —(a+ btc), B7 = ab + (a + bhoo, abeo + nei 25) = (a +b + co)lab + (a-+- bc]. 


nl 
Notind a+b = A, ab = B, i 2 y= D, ultima ecuaţie se transcrie Acă + A+ AB—D=0. 
+r 
Pentru A? — 4AB + 4D > 0 aceasta are rădăcini reale şi, dacă adăugăm condiția D > AB, 
— AS În VAI AAD UL AAN 
E yA — 4A°B 4AD 
rădăcina cp = mana ELEI este strict pozitivă. 


Ecuația implicită 
7° + (a + b- e)? -+ (ab ac + beoh + abe + nzom1(1 425) esp 
defineşte } pe ca funcție de c, iar derivata acestei funcții se poate obține derivind ambii membri 
ai ecuației precedente in raport cu c. Rezultă 
IKK + R 4 2(A rc) AA + AA+ (B+ AV + B=0 
şi deci 
z(o) = (—72 — AA — BBI + AALO B+ Ael] 
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De aici găsim 


(A + co + A(t) B =A AB 


x"(co) = Rer’ (co) = = =- <0 
(Ar eo? — AAH) B+ Aco B (00) + (A +e) 
În concluzie, la trecerea lui e prin ĉo se pierde stabilitatea punctului de echilibru și apare 
bifurcația Hopf. Simetria polinomului caracteristic în a, b,c face ca oricare dintre parametrii 
a, b, c să îndeplinească rolul descris mai înainte. 


7.11. Procesele biochimice cu feedback pozitiv descrise de sistemul 


dx 1 -+ 27% dy . dz 
— = — dr = — =y- e 
a kpa M P mi A 


unde a, b, ce (0,00), k>1 sint parametri, iar ne N este fixat, nu beneficiază de biiureaţie 
Hopf in raport cu e (ṣì deci nici ìn raport cu a sau b) pentru punctul de echilibru (to; Yo 70) cu 
-zi 


14 
Xo = bczo Y = Ta, unde z este una dintre soluțiile pozitive ale ecuației kd e 


= abez (v. 4.4). 


Într-adevăr, polinomul caracteristice al matricei aproximării liniare în vecinătatea lui 
(20: Vos 20) este 


AS- (a -+b +e) + (ab + ac- be)a + abe — o'(2) = 0, 
unde ọ(z) = (14+:#)/(k+2:2) şi deci (34) > 0, iar identificarea sa cu polinomul 43 — g3? + 
+ 521 — a8?, care are rădăcina reală x și rădăcinile pur imaginare + i, dă sistemul 
= —(a + B+ co), B? = ab + (a + bea» abco — 9'(20) = (a + b -+ colab +(a + bheg]. 


Dar ultima ecuație a acestui sistem, de gradul doi în cp, nu admite soluţie strict pozitivă, cum cere 
ipoteza din problemă asupra lui e. 


7.5. Probleme propuse 


1. Să se verifice că varietatea de echilibru ataşată sistemului diferen- 
da dy 


țial A = y + ææ? + y?), = — ¢x-+y(x?+y?) nu prezintă bifurcații. 


dt 

2. Se dau sistemele diferenţiale 
dz da dæ 
— ep +y? | — =3e0—5ey— Hy? | — = Bet —3cey— x+y? 
dt i "lar | dt aii 

td 3 

dy dy dy 
— = y +H ag — = 2em — m —— = 00 — y 
at d dt i dt z 

dz š dir 

— = et — plm w -— = ey + 23 

Pr Y ET 9 + ey 

E] ? 
3y = —2ea + 2ey + sy — y’ = a A A) dl fe fe 
: ($ 


unde c este un parametru real. Pentru fiecare caz în parte să se determine 
mulțimea de echilibru și mulțimea bifurcatie, precizînd valorile lui ce în 
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care se produce bifurcația punctelor de echilibru. Să se discute în raport, 
cu e stabilitatea punctelor de echilibru. 

3. Să se verifice că pentru orice număr real « mulţime M, = 
(2, y)ly = ae < 0) ui(z, y)le > 0, y = 0) este varietatea centru a 


A da j 
sistemului —- = g?, A = a 
dt dt 
g yo g aa G di 
4. Să se arate că sistemul analitic da E —12, T = —y + a? nu 
dł € 
admite varietate centru analitică. 
00 
Indicaţie. Rezultă seria divergentă y = Ji (m— ł)! za. 
n=? 


5. Fie cimpul vectorial X(x, y, z, e) = (le — 1e — y + æz, æ + 
+ (6 — 1)y + yz, ez — (æ? + y? -+ 22)), unde c este un parametru real. 
Să se arate că dacă c e (1/2, 1) atunci X are o linie de cîmp periodică situată 
într-un plan. Să se determine zerourile cimpului şi să se cerceteze stabili- 
tatea acestora. 


Indicaţie. a(l) = (R(¢) cos t R(c)sin i, 1— c). 


6. Se consideră schimbarea de variabile æ = r cos 0, y = rsin 9, 
z= 2, Ce devine prin această schimbare sistemul diferențial care dă 
liniile de cîmp, dacă X este cîmpul vectorial din problema precedentă ? 


7. Fie cîmpul vectorial X(x, y, 2, e) = (co — y, @ + ey, —2 + æy), 
unde e este un parametru real. Să se cerceteze stabilitatea punctului 
de echilibru (0, 0.0). Pentru ¢ = 0 să se deserie condițiile inițiale care 
produe soluții periodice. 


8. Unele reacţii chimice autocatalitice en difuzie sînt descrise de sis- 
temuli diferential 
|. = — (b+ Ia + az y -+ a, ~d = bg — gi, 
dt dt 
unde a şi b sînt parametri reali strict pozitivi. Să se determine punctul de 
echilibru și să i se cerceteze stabilitatea. Să se cerceteze dacă variația lui b 
generează bifurcație. 


9. Considerăm două recipiente despărțite de o membrană comună 
de difuzie. Fie 24, Po, £, concentrațiile a trei substanţe chimice situate 
într-unul dintre recipiente și 7, Yz, Y3, respectiv, concentrațiile aceloraşi 
substanţe situate în celălalt recipient. Presupunem că are loc difuzia și că, 
E = (Vis Pa X3) Y = (Yis Yos Ya) sînt legate prin sistemul diferenţial 


de da 
“T = Aw + Bly — 2) +l), =" = Ay + Ble — y) + a), 
di dt 
unde 
—0,1 —1 0,8 0,01 0 0 =ar? 
A = i fiii 0 |, B= fù 001 vj, p) = o h celR. 
0,8 0  —ô1 0 o e? 0 


Să se cerceteze bifurcația Hopf. 
Indicație. Valorile de bitureaţie ale lui e sint e, = 0,2314 şi ca = 1,9953. Trei dintre 


valorile proprii, —0,1 şi —0,1 + 0,6 i, sint și valori proprii ale lui 2 A. Celelalte trei sint și valori 
proprii ale lui A — 2B. 


10. Comportarea dinamică a două reactoare cu rezervoare mobile, 
cu reacţie de primul ordin şi reciclare, este descrisă de sistemul autonom 
Kubicek [32] 


d: 
TE = 0,20 — af all — ai) exprte 
zi = 0,22 — Z; + 12 a(1 — x1) eXpyta — 28a 
dz - 9 < 
Ta = Bala, — 8 + 0,2(1— 3) exprs], 
da, 5 A _ 5 
T = Balta — aa + BAL — t) Cpr, — 224) 
unde exp, = exp Gre. y = 1000, iar a este un parametružreal. 
1+g/y 


Să se arate că în punctele a, = 0,09556; x, = 0,1574; œs = 0,2730180 
produce bifurcația Hopt. 
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8. SUBVARIETĂŢI ORTOGONALE LINIILOR DE CÎMP 


Teoria expusă in acest capilol are la bază un concept de transversalitate : spaţiul euclidian 
R? este suma directă dintre subspaţiile ortogonale ce se identifică cu R şi R”, 

Subvarietăţile ortogonale liniilor de cimp sint soluţii ale ecuaţiilor Pfaff atasate cimpurilor 
vectoriale. Cu „secţiuni”” ortogonale orbitelor, ele dau cele mai bune informaţii despre evoluţia 
sistemului fizic deseris local de cimpul vectorial. Definiţia acestora și exemplele standard sînt 
date în 8.1. 

Complet integrabilitatea unei ecuaţii Pfaff pe o mulţime deschisă și conexă D este echiva- 
lentă cu faptul că prin fiecare punct ai mulţimii D trece o hipersupraiață ortogonală liniilor de 
cimp (v. 8.2). Acesta este un rezultat teoretic bun, dar cu șanse mici de folosire, Salvarea este 
teorema Frobenius care reduce problema complet integrabilității la efectuarea unor calcule 
simple (v.8.3.) 

Complet integrabilitatea unei ecuaţii Pfaff se traduce prin noțiunile de cimp vectorial 
local potențial sau local biscalar. Cele mai potrivite exemple pentru asemenea cazuri sint cim- 
purile vectoriale newtoniene, cimpurile vectoriale electrostatice, cimpurile vectoriale torsionale 
şi cimpurile vectoriale care desariu sistemele termodinamice. În cazul spațiului cu trei dimensiuni 
condiția de (lccal) biscalaritate se reduce la ortogonalitatea dintre cimpul vectorial dat şi rotorul 
acestuia (v. 8.4). 

Un cimp vectorial defineşte o distribuţie transversală (n—1)-dimensională, care poale să 
fie sau nu integrabilă. Dacă această distribuție este integrabilă, atunci hipersupratejele integrale 
ale sale determină o siratilicare a mulțimii deschise și conexe pe care se lucrează : dacă această 
distribuţie nu este integrabilă, atunci mulțimea tuturor varietăților sale integrale este un spațiu 
neolonom (v. 5.5). Teoria generală a spaţiilor neolonome are aplicaţii în mecanica analitică, ter- 
modinamică etc. [70]. 

Orbitele unui cîmp vectorial se pot exprima (local) în mai multe moduri : ca intersecții de 
familii de hipersupraleţe, ca intersecție dintre familii de hipersupratețe și spații ncolonome sau 
ca intersecţii de spaţii neolonome (v. 8.6). 

n 8.7 se analizează fapte care conduc la definitia hiperevadricelor neolonome, demonstrind 
o teoremă originală (în raport cu bibliografia). În 8.8 se menţionează probleme deschise, iar pro- 
blemele propuse în 8.9 se referă la ecuaţii Pfaff complet integrabile, cimpuri vectoriale biscalare, 
distributii, evadrice neolonome, intersecţii de supralețe și spaţii neolonome etc. 

Liniile de cimp și subvarietăţile ortogonale lor sint intuitiv corelative. Există totuși o 
diferență ontologică între noţiunea de linie de cimp și cea de subvarietate ortogonală liniilor 
de cimp. De exemplu, în reprezentarea matematică a fenomenelor mecanice, linia de cimp indică 
traiectoria pe care o urmează un mobil plasat într-un punct din domeniul de definiție al cim- 
pului, din momentul în care se poate găsi un mobi! sensibil la tipul de cimp considerat (linia de 
“cimp atirnă de intuiţiile corpuseulure) pe cind o subvarictate ortogonală liniilor de cimp indică 
posibilitatea egală de mișcare a unei infinităţi de mobile (suprafața orlogonală liniilor de cimp 
ţine de intuiliile ondulatorii). 


wat 


8.1. Subvarietăţi ortogonale liniilor de cimp 


Fie X = (X, ..., Xa) un cimp vectorial de clasă C1 pe o mulţime des- 
chisă și conexă D c R",n > 2, fără zerouri pe D. Cîmpului vectorial X i se 
atașează o familie de hiperplane Q., z e D, fiecare hiperplan Q, fiind deter- 
minat de un punct v și de vectorul normal X (x). Evident, hiperplanul Q, 
este ortogonal liniei de cimp care trece prin punctul z. 
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Subvarietăţile M ale lui D cu proprietatea că restricţia cimpului vec- 
torial X la M este un cîmp vectorial normal la M se numesc subrarietăță 
ortogonale liniilor de cimp ale lui X. 

Fie M o subvarietate a lui D şi T M spaţiul tangent la M în punctul 
æ e M. Subvarietatea M este ortogonală liniilor de cîmp ale lui X dacă 
şi numai dacă T; M S O, c T D = T, R”, V eD (subvarietatea M 
este tangentă în fiecare punet v e M la hiperplanul 0). Dimensiunea unei 
subvarietäți ortogonale liniilor de cîmp ale lui X este cel mult n—1. 

Tinînd seama că (dæ, ..., da) este un vector din hiperplanlul Qz,- 
rezultă că subvarietățile ortogonale liniilor de cîmp ale lui X sînt caracte- 
rizate prin ecuația 


X, (ajant ao Hajder = 0, n 32, 1} 


numită ecuatie Pfaff pe D. 

Subvarietățile ortogonale liniilor de cîmp ale Ilui X se numese varietăji 
integrale (sau solutii) ale ecuației Pfaff (1). 

Din punct de vedere local, o varietate integrală M de dimensiune 
ke{1, ..., n—1} a ecuației Pfaff ( 1) este caracterizată 

(T) fie printr-o imersie f = (fi ---sfu): Ve R =M, t= (a 
o.e Ur) > fu) = (fi (U), .. ., fa(u)) care satisface 


EE 30,321, a 


i cu; 


(IL) fie printr-un sistem de ecuaţii carteziene implicite F(a) = 0,.. p 
„3 Fa-a(2) = 0 ataşate submersiei F = (F; ... Far): UcD > RI, 
cu proprietatea că ecuaţia Pfaff (1) este o consecință a ecuațiilor F(s) = 
= 0, .. ., Faou(2) = 0, dF, (£) = 0,'..., Aaa (£) = 0. y 

Noţiunea, de varietate integrală de dimensiune 1 se poate extinde în 
felul următor : o imersie a : Z => D, alt) = (æ, (0), -.., Ta (t)) se numeşte 
curbă integrală a ecuației Pfaff (1) dacă 


d 
dt 


X, (a(t) du 


Fere Pe Xala(0) E = 0 a’) 


dt 
Existența curbelor integrale este evi- 
dentă, fiind condiționate doar de o sin- 
gură ecuaţie diferenţială de ordinul întîi 
(1') cu n funcţii necunoscute. De aceea 
se observă că prin fiecare punct v al 
lui Ð trec o infinitate de curbe integrale 
ale ecuaţiei Pfaff ( 1) (fig. 8.1). Existen- 
ţa subvarietăţilor integrale de dimensi- 
une le (2, ..., n—2) nu se discută în 
această carte. 

Problema existenţei și unicității hi- 
persuprafețelor integrale (subvarietăţi 
de dimensiune n—1 în D c R") prin fi- 
ecare punct z al lui D este cea mai dificilă, dar și cea mai importantă. În 
paragrafele următoare vom arăta că această problemă se reduce la exis- 


Fig. 8.1 
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tenţa unui cimp scalar local ale cărui hipersuprafeţe de nivel constant sînt 
hipersuprateţe integrale ale ecuaţiei Pfaff. 

Parairazind rezultate cunoscute din teoria cimpurilor vectoriale iro- 
taţionale (y. 2.1), a jungem la teorema următoare. 

Teoremă. Pie X = (A, ..., Xn) un cîmp vectorial îrotațional pe D, 
care nu se anulează nicăieri şi z: = (Lior = - 29 Lag) UR punct din D. 

1) Dacă D este un interval n-dimensional, atunci hipvrersuprafelele de 
nivel constant ale funcţiei 


si 
„ 


f:D > R, fæ) = 3, | Xilko, -- -y Lizio Pey -ey La) ALi 


i=l 
Xio 


sînt hipersuprafete ortogonale liniilor de cîmp ale lui X. 


2) Dacă D este o multime convexă, atunci hipersuprafetele de nivel 
„constant ale functiei 


1 
f:D >R, fo) = ja (20 + t (8 — 0), 0 — t) dt 
0 


sînt hipersuprafete ortogonale liniilor de cîmp ale lui X. 
Demonstraţie. Se constată că X = grad f. 


Observație. Circulaţia cimpului vectorial X pe o curbă ortogonală liniilor de cimp 
ale lui X este nulă. 


8.2. Ecuaţii Piaii complet integrabile 
Fie X = (X,, ..., Xn) un cîmp vectorial de clasă C! pe o mulţime des- 
chisă şi conexă D c R”, n > 2, fără zerouri pe D și 
X, (@) dz, + ... + Aa(2) da, = 0 (2) 
ecuația Pfaff ataşată acestui cîmp. Ecuația Pfaff (2) se numeşte exactă 
dacă cîmpul vectorial X este potențial, adică dacă există f: D > R de 
clasă n T a > X(x), i= 1, :.. n, sau echivalent df(2) = 


„ 
= 5 X(x) dz. În md (v. 2.1), pe o mulţime deschisă, conexă şi 
i=l 
simplu conexă D c [R*, ecuația Pfaff (2) este exactă dacă și numai dacă 
cîmpul vectorial X este irotațional. 
Presupunem că ecuația Pfaff (2) nu este exactă. Uneori există o funcție 
neconstantă u : D — RħN{0} de clasă 0! astfel încît 


u (x) X, (@) dz, + ... + u (@) Xn(£) de, = 0 
să fie o ecuație exactă, adică să existe F : D > R de clasă 0? astfel încît 


Z ia) = a(z) XA), i = 1,. . . m, sau echivalent AF (2) = y (2) ŞI Xiz)dzi. 
3 Di 


„ î=l 
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Funcţia u se numeşte factor integrant şi satisface sistemul cu derivate» 
parţiale (consecinţă a teoremei Schwartz pentru F) 


ôlu X) (2) = 2 _2 (n x) 


——— (2), i £ 
Tj 07 J. 


Ecuațiile Pfaff local exacte şi ecuațiile Pfaff care local admit factor 
integrant se numesc ecuatii complet integrabile. 
Teoremă. Ecuatia Pfaff (2) este complet integrabilă dacă si numai dacă 
prin oricare punct & e D trece o hipersuprafată integrală a ecuaţiei. 
Demonstraţie. Presupunem că ecuația Pfaff (2) este local exactă, 
adică Y æo e D există o mulţime deschisă U c D care conţine pe zyşiun 


cîmp scalar f: U => R de clasă 0? astfel încât df(z) = ŞI X; (7) de, = 0: 


i=l 
pe U. Atunci prin x, € D trece hipersuprafaţa integrală f(a) = f£). 
Presupunem că ecuația Pfaff (2) admite factorul integrant local p, 
adică Y v e D există o mulţime rey U c D care conține pe ze şi 
u: U — ina de clasă 0? si F: U > R declasă C? astfel încît dF(<) = 


=f ua) X(x) dr; = 0. Atunci prin x, e D trece hiper D S: cra 


F (2) = F es 
Presupunem că prin fiecare punct al lui D trece o hipersuprafață- 
integrală a ecuației Pfaff (2); familia Hu suprafețelor fiind descrisă local 


prin G(x) = e. Rezultă dG (2) = y ea F er dz; = 0. Deoarece ecuația 
i=1 OTi 


Pfaff (2) este o consecință a acestora, avem lie ZE (2) = X(x), fie 
Ti 
a (x) = u (x) X(x), adică ecuaţia Pfaff (2) este sau local exactă sau 
Ti 
admite un factor integrant local. 
Mulțimea tuturor hipersuprafețelor integrale ale unei ecuații Pfatf 
complet integrabile se numeşte soluția generală a ecuației. 
În final, observăm că ecuaţia Pfaff (2) este: 
complet integrabilă dacă şi numai dacă există, 
sir e cîmpurile scalare locale à şi f astfel încît X = 
- Pry = = A grad j (fig. 8.2). În acest caz hipersuprafe- 
7 N tele de nivel constant ale lui J (familie cu un 
| / parametru de hipersuprateţe) sînt ortogonale 
liniilor de cîmp ale lui X. Pentru a fixa una 


i l 
i | 1___lfixl=e! dintre aceste hipersuprafețe este suficient să 
berii SA dăm un punct prin care să treacă. 
GT AC Complemente. Fie c o porţiune mărginită. 
ki F; dintr-o hipersuprafață în D c R” descrisă de 


Fig. 82... -+ „ecuaţia Pfaff complet integrabilă § X,(a)da = 


i=1 


şi de un punct pe care îl conţine. Hipersupratața a este orientabilă deoarece: 
cimpul vectorial normal X nu se anulează în nici un punct al lui o. 
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Fie Y = (F, ..., Fu) un cîmp vectorial de clasă ClpeDşi NV = 


7 


IX!) 


cîmpul vectorial unitar normal la o. Numărul (o, N)do se mu- 


9 
meşte fluxul lui Y la traversarea lui c. 

Observăm că fluxul lui X = (4, ..., Xn) la traversarea lui o (hiper- 
suprafață ortogonală liniilor de cîmp) este strict pozitiv, iar extremele 
funcţiei reale Y “jo, N)do, ||Y| = i se ating pe — = şi E 4 

$ IX IXI 


o 
Aplicația 8.1. Să se găsească soluțiile generale ale următoarelor ecuaţii Pfaff: 
1) ap (22 22 — 0) da, + ap (32 + 22 + haz, = 0, (au za)e R, 
2) (1+ sin 2) dz; + (2 + sin t) dry + ... + (2 -+ sin ty) dia = 0, (a ek. Ta) SR, 
3) zu (x — 1) (x, — 1) dæ, -t-ra (xry—1)(x1—1) drot v (rı—1) (23—1) dra=0, z;>1. 


Rezolvare. 1) Notăm X (2 t) = tı ef -H ry 02). Xa (tie 23) = Ta Gi — ză + 0) 
Deoarece 
dl, O8Xa 
— (n) = 
Odra da 


(2) = 2 ta Ve = (is ae R? 


ecuația Pialt este exactă. Determinăm 
Xi Xa 


2 


f) = (re +a = 0) y Ae a ge | 
a 0 


Soluţia generală este definită prin f(x) = ce, unde c este o constantă arbitrară. 
2) Fie Xæ) =i+ sin tp i= 1, cnc R, £= (po ek. Xn)E R”. Cimpul vectorial 
X = (X, .. -> Xn) este irotațional, iar R” este mulțime convexă. Calculăm 


1 1 
f= | (X (lx), x) dt = | 5 (i + sin tz) x;dt = y (i zi — cos qt). 
i=l i=l 
i] d 


Soluţia generală este definită prin f(x) = e, unde c este o constantă arbitrară. 

3) Mulțimea D = (ra, Tp 13) € RE] 2 > 1; za > 1, ta > 1} este deschisă, conexă si 
simplu conexă. Notind X, (x) = za (®a—1) (2a—1), Xa (x) = ze (23—1) (zı;—1) X; (£) = 
= Ta (Za — 1) (z — 1), 2 = (Ty To T3), se constată că pu, (x) = (x; — 11 (za—1)1 (x4—1)* 
este o soluţie a sistemului cu derivate parțiale 

uX) _ aleXa) 
xj i Oa; 


1 1 1 
1+ — az + [1+ dr, + da, = 0 
( i ai) : ( Zt ) r) < 


sau d [r+ xz +x; + ln (1—1) (r—1) (23—1)] = 0. Rezultă soluția generală r,+ q+ T3 + 
+ In (1,1—1) (2—1) (ae. 


E i =1, 2,3. 


a 
T 
+ 
[a] 
5 
| 
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8.3. Teorema Frobenius 


Fie D c R”, n > 2, o mulţime deschisă şi conexă, iar X = (X; ... 
., Xa) un cîmp vectorial de clasă 0! pe D, care nu se anulează nicăieri. 
Cercetarea complet integrabilităţii ecuaţiei Ptaft 


Aodan +... + Xu(mda, = 0 (2°) 
pe baza definiţiilor din paragratul precedent este anevoioasă. De aceea 
prezentăm o alternativă datorită lui Frobenius care, în situațiile concrete, 
se reduce la efectuarea unor calcule simple. 

Teoremă. 1) Pentru n = 2, ecuația Pfajj (2') este complet integra- 
bilă. 

2) Pentru n > 3, ecuația Pjajj (2') este complet integrabilă dacă și 
numai dacă 


3X; & dă, DĂ 23X IX: 
a aj F S L E T 
T] Cha d Ük ci ct dă; 


Shk = a eng Pe 

Demonstraţie. 1) Pentru n = 2, ecuaţia Pfaff (2") se reduce la o ecuaţie 
diferenţială ordinară a cărei soluție generală (familie de curbe) este asigu- 
rată de teorema de existenţă şi unicitate (locală). 

2) Fien > 3. Dacă ecuaţia Pfaff (2”) este local exactă, atunci rot X = 
-Í bX, _ Xr 

02; da 
ecuaţia Pfaff nu este local exactă, dar admite un factor integrant local y., 
adică există cîmpul scalar local y de clasă O? și cîmpul scalar local P 

E (3) = pla), (2), atunci X, = 2, 
2%: u Vi 
i = 1, ..., n, satisfac condițiile din teoremă. 

Presupunem că relațiile din teoremă au loc. Dacă rot X = 0, atunci 
ecuaţia Pfaff (2”) este local exactă. Dacă da, e D astfel încît rotX(2) # 0, 
atunci, fără a scădea generalitatea, acceptăm X,(29) # 0, i fiind fixat, 
şi prin continuitate există o mulțime deschisă U c D care conţine pe 2 
şi pe care se păstrează aceste relaţii. Înlocuind 2... i-is Dip- 
eee Ln CU ap ooog Uys Witi = -y Wn Tespectiv și pe a; cu z, condiţiile din 
teoremă implică, 


|= 0 şi condiția din teoremă este verificată. Dacă 


de clasă C? astfel încit 


âja a) B 4 aja da 
ilie sei. e cp lt (*) 
ua 02 aup 2z for 


Aa : A ; ; 
i a i, a BeJ:=(1,..., 5—1,5+1,...%), iar ecuaţia 
i 


Pfaff se transcrie sub forma, 


dz = 2 Falt nasg Wantar emaa a (x) 
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Dar relaţiile (+) sint echivalente cu 


ca oI a 


0“ ini 
A > A A ? 
CU dlg cug OUa 


„care nu sint altceva decit condițiile de complet integrabilitate ale siste- 
mului cu derivație parțiale 
02 


—— = Ja (Wip o- -3 Uiir Zy Mas «eo a), Led, 

ula 
«echivalent cu ecuația cu diferenţiale totale (++) şi deci cu ecuația Pfaff 
(2') pe U. Deci, prin a trece hipersuprafața integrală s; = zi... 
sany Uiii Depa) d fiind fixat. 


Comentariu. Conform teoremei precedente ecuației Pfaff (2) i se atașează n? funcții 


fise :D —R, 
Xp 0X DN; ƏXr ðX DX; 
fii = Xi Eo a me + Xe e a R E PE i E: P 
Or; xk Ori dz: Oz; DESI 


Deoarece fij = [ini = frij fiit = — la li = — frio feir= — fiit, numai C? dintre funcțiile 
fiix pot fi liniar independente (anume acelea pentru care i< j< k) De exemplu: pentru 
-n = 3 rămine doar o funcție fos; pentru n = 4 rămîn patru funcții foy fiso fiso fozni Pentru 


n = 5 rămin zece funcții etc. 
Dacă una dintre funcțiile fije, i<i<k, nu este funcția zero, atunci ecuaţia Pfaff (2X) nu 


-este complet integrabilă. Aceasta este echivalentă cu faptul că există cel puţin un punct t€ D 
astfel incit orice varietate integrală care trece prin rọ (şi una trece oricum !) este de dimensiune 


-cel mult n—2. 
Chiar dacă ecuaţia Pfail (2) nu este complet intesrabilă, totuși ea poate să admită ca 


soluţii și unele hipersuprafeţe. În acest caz ecuaţia Pfaff (2) cit și ecuațiile fize(£) = 0, i<j<k, 
trebuie să fie identități condiţionate in raport cu ecuaţiile carteziene sau parametrice ale acestor 
hipersuprateţe. De exemplu, ecuația Pfaff az da + 2 (27 — y) dy — a2 dz = 0 nu este complet 
integrabilă, deoarece fjas (7, Y, 2) = 2az (x — y), dar admite soluţia z = 0 (planul xOy). 
Observații. 1). În cazul n = 3, condiția de complet integrabilitate se transcrie 


(X, rot X) = 0. 
2) Pe R” cimpurile vectoriale pot fi identificate cu 1-formele fără a altera conținutul mate- 


matic şi posibilitățile de reprezentare a problemelor concrete. Astfel, in loc de cimpul vectorial 
X = (Xp ...+» Xn), deseori este preferată utilizarea 1-lormei diferențiale ataşate o = X(x) 
dz, + ... + Xa(2) da, iar ecuatia Pfaff se scrie simplu « = 0. Notind cu de diferenţiala exte- 
rioară a 1-formei œ, se deovedește că ecuaţia œw = 0 este complet integrabilă dacă și numai dacă 
„SĂ dw=—0, fapt echivalent cu afirmaţiile teoremei precedente. 


8.4. Cimpuri vectoriale bisealare 


Fie X = (X, ..., 4) un cîmp vectorial de clasă C! pe o mulţime 
“deschisă și conexă D din R”. Presupunem că există două cimpuri scalare 
A de clasă C! şi f de clasă C? pe D astfel încit X = Agrad]. Dacă A și f 
sînt funcțional independente, atunci cîmpul vectorial X se numeşte bisca- 
lar. Dacă A și j sînt funcțional dependente, atunci se dovedeşte că X este 
un cîmp potenţial. 

Liniile de cîmp ale unui cîmp vectorial biscalar sînt reparametrizări 
de linii de gradient (deci nu pot fi curbe închise). 

Rezultatele din paragratele precedente arată că un cimp vectorial 
de clasă 0! pe o mulțime deschisă şi conexă, care nu se anulează nicăieri, 
“este un cimp vectorial local potenţial sau local biscalar dacă și numai dacă 
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admite o familie de hipersuprafeţe ortogonale liniilor sale de cîmp. În 
consecință, cîmpurile de clasă C? pe [R?, care nu se anulează nicăieri, sînt 
sau local potenţiale sau local bisealare şi este adevărată următoarea teo- 
remă de caracterizare a cîmpurilor vectoriale local bisealare pentru cazurile 
n >3. 

Teoremă. Fie D c R°, n > 3, o mulțime deschisă și coneză si X = 
= (Xi, ---, Xa) un cîmp vectorial de clasă C! pe D care nu se anulează în 
nici un punct și care este rotational. Cîmpul N este local biscalar dacă și 
numai dacă 


na -2h ) +x | X _ 2A a atac on 


22; da az, az; 
Și e = Îi osti 


Cr Li 


Aplicația 8.2. 1) Fie Do mulțime deschisă şi conexă din R». Un cîmp vectorial X = 
= (Xp... Xn) pe D se numeşte torsional dacă există un cimp scalar a pe D şi un cimp vecto- 
rial Y = (Y4, ..., Ya) pe D (toate de clasă convenabilă) astfel incit 

ðX; k nies a 
— = tg + Xp bj =i.. h 
drj 
unde ĝ;; este simbolul lui Kronecker. Orice cimp vectorial torsional X este un cimp local potențial 
sau local biscalar deoarece salisface condiția de complet integrabilitate din teorema Frobenius. 

2) Fie x} ...s tpn parametri de stare ai unui sistem termodinamic. Asimilăm pe x = (za. 
„ss Tp) cu un punet din R” numit stare şi presupunem că mulțimea stărilor este un con deschis 
D cu virful în origine, care nu conține originea în interior (motiv impus de teoria funcţiilor omo- 
gene, v. 6.2). Se postulează că evoluția locală a sistemului termodiname este descrisă de un cimp 
vectorial X = (1, X» ... Na) în care Xa, .. -> Xp sint functii omogene avind gradul de omoge- 
nitate zero pe D și cel puţin de clasă C1 pe D. Prin evoluție înțelegem fie o linie de cimp a lui X, 
fie o curbă ortogonală liniilor de cimp, curbă numită drum adiabalie. Principiul al doilea al 
termodinamicii este echivalent cu faptul că X este un anumit cimp vectorial biscalar, adică 
X = T grad S, unde F este temperatura termodinamică, iar S este entropia sistemului. Evi- 
dent, entropia sistemului este constantă în lungul drumurilor adiabatice. 


Condiţia ca X să fie un cimp vectorial local Dbiscalar are o exprimare 
simplă în cazul n = 3 şi anume (N, rot X) = 0. Această relaţie arată că 
suprafețele ortogonale liniilor de cîmp ale lui X trebuie căntate printre 
suprafeţele de cîmp ale lui rot X (suprafețe de virtej). Pornind de aici și 
lăsind deoparte cîmpurile irotaţionale, J. Bertrand a dat următorul algo- 

ritm pentru obţinerea cimpurilor scalare 


LR locale funcțional independente A şi f pen- 
cit tru care X = A grad j. 
x y 
iN 3 A RA H . 
A A rotX Algoritmul lui J. Bertrand. Presupu- 


nem (X, rot X) = O si g(x, y,2)=c, F2 
(£, Y, 7) = ea liniile de cîmp ale lui rot 
X (linii de vîrtej) exprimate cu ajutorul 
integralelor prime o; si op. Avem (građ 
pı rot X) = 0, (grad o, rot X) = 0, ca- 
re împreună cu ipoteza (X, rot X) = 0 


gradi? 
-a 


| E tyz =c14 


\ | implică „coplanaritatea”” cimpurilor vec- 

i į gradtr oriale X. orad A adică 
aroni N toriale X, grad o, grad ep, adică X = 
RD) a P———— ÎN agrad p+ grad oo af 7 O(fig.8.3). 
Noua reprezentare a lui X permite 
Fig. 83 transcrierea ecuației Pfaff sub forma 


178 


a do, + 8do> = 0. Să arătăm că «/8, pentru p # 0, depinde numai de 
integralele prime ge, şi ga. Într-adevăr, relaţiile X — a grad o, + ß grad 
92, (X,rot X) = 0 implică (grad a/ß, grad oX grad ọ,)= 0, iar pro- 
dusul mixt este jacobianul funcțiilor «/8, o, ea. Rezultă a/8 = Elo, p2) 


š . dọ A o ; 
gi deci — + E(,, 92) = 0. Soluţia generală (pi, pa) = c a acestei ecu- 


91 
ații reprezintă familia suprafețelor ortogonale liniilor de cîmp ale lui X. 
Cind este cazul, din identitatea X = à grad j se găseşte ?. 


Aplicația 8.3.1) X (x, y, 2) = (yz, x (z — x), — xy) este un cimp local biscalar. Într-adevăr, 
rot X (x, y, 2) = (—2x, 29, —2x) şi deci (X, rot X) = 0. 

Zerourile lui X sint punctele dreptelor Oy, Oz ṣi D : y = 0, x = z. Întrucit teoria precedentă 
elimină aceste puncte, se consideră că domeniul de definiție al lui X este RN (Oy U Oz U D). 

Familia liniilor de virtej ale lui X este soluția generală a sistemului simetric 


dz dy dz 

i pă 
adică xy = cy © — £ = ca. Rezultă X (x,y, 2) = a grad (xy) + B grad (x — 2) = a (y, x, 0) + 
+ B (1,0, —1) și prin identificare găsim a = z — z, B = qy, adică X (x, y, 2) = (z — x) grad 


(xy)+ zy grad (x — 2). Ecuația yz dæ + æ (2 — 2) dy — zy dz = 0 se transcrie (z — x) d (xy) 
+ ay d (x — 2) = 0 şi deci ay = e (x — 2) reprezintă familia supratețelor ortogonale liniilor de 
cimp ale lui X. 

Din identitatea X = 1 grad zy/(r—2) găsim 1 = —(x—2. 

2) Fie X = (Xp X» AX) cimpul vectorial Killing de componente X(x) = 2r,—3tg, 
Xa(2) = 23 — 214, Xa (7)=3a,— Xə pentru care se verifică relația (N, rot X) = 0. Aceasta inseamnă 
că X este local biscalar sau că ecuția Pfaff (2x,— 3x) dry + (za — 211) dxa + (3 — ta) dry =0 
este complet integrabilă. 

Zerourile lui X sint caracterizate prin 2r, — 3x, = 0, 23 — 2a = 0, 3x4 — T = 0, adică 
sînt punctele dreptei de ecuații 3x, — ta = 0, 2x}, — Ty = 0. Aceste zerouri sint eliminate din 
domeniul de definiție de teoria formulată anterior. 

„dz dra dr; 

Determinăm integralele prime ale sistemuui liniilor de virtej Aea ea Rezultă 
i (x) = 3ai— a Pa (2) = 2a2,— ty care sint funcțional independente.. 

Scriem X = g grad q, + B grad ọ, şi prin identificare obținem g(x) = 2r+— ty B(x)= 
= ųa— 3r. Cu acestea ecuaţa Pfaff se transcrie în forma 

(2x — x) d (Ba — te) + (aa — 37) A (21y — x3) = 0 


3 tə z i sepia SE da 
sau d | ———]—0. Soluţia generală a ecuației Pfaff este definită prin ———— =e, adică 
2X3— Ty Do T3 


este o parte a unui fascicul de plane, mai puţin axa fasciculului care conține zerourile lui X. Din 


: - 314 — Ta A 
identitatea X = à grad ————— rezută } = 
273— T} 

1 

i (2ra x 
Sistemul simetric 
dr, dr, dr, z 
2x — 373 ty— 2i, , 3t — fa] A 


arată că orbitele lui X au ecuațiile carteziene implicite 
Xi + 3ra +- 223 = Cu xi + r3 p a= ĉ& şi deci sint 
cercuri. Axa fasciculului precedent de direcție (—1, 
—3, —2) nu esete altceva decit normala orientată, care 
trece prin origine, comună planelor za 2x, =c¢, 
(fig. 8.4). Fig. 8.4 
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8.5. Distribuţia ortogonală unui cimp vectorial 


Fie D o mulţime deschisă și conexă din R”, n> 2. Fie X = (X 


RR 
«+ +3 Va) un cîmp vectorial de clasă C!, fără zerouri pe D şi 


X (0) da, +... + Xa(a)da, =0 (2 


ecuaţia Pfaff asociată lui X pe D. Dacă ecuaţia Pfaff (2°) este complet 
integrabilă şi are soluţia generală M. :î(x) = ce, atunci D poate fi privit ca 
reuniunea hipersupratețelor de nivel constant M, (care sînt mulţimi dis- 
junete). Cu alte cuvinte, o ecuaţie Pfaff complet integrabilă produce o 
stratiticare ( toliaţie) a lui D prin hipersuprateţe. 

Presupunem că ecuaţia Pfaff (2°) nu este complet integrabilă (re- 
zultă n > 3), adică cimpul vectorial X nu posedă o familie de hipersupra-: 
feţe ortogonale liniilor de cîmp. Și în acest caz ecuaţia Pfaff determină o- 
„„Stratificare” a lui D prin varietăţi integrale de dimensiuni maxim posi- 
bile, dar aceasta este esenţial diferită de cea din cazul complet integrabil. 
deoarece fiecare strat” are dimensiunea cel mult n — 2 și cel puţini 
(accidental, dimensiunea poate fi şi n — 1), iar printr-un punct pot trece 
varietăţi integrale diferite de aceeași dimensiune, 

Cele două situaţii descrise anterior pot fi înglobate intr-o teorie 
mai generală în telul următor. Notăm cu fD spaţiul tangent la D în 
punctul æ. Pentru v fixat în D ecuaţia (2°) reprezintă hiperplanul Q, de-- 
terminat de punctul și de vectorul normal X(x). Corespondenţa æ > Ore 
c TD defineşte o funcție O pe D care este o distribuţie (n — 1)-dimen-- 
sională, numită distribuție ortogonală câmpului vectorial X. Un cîmp vecto- 
rial Y aparține distribuției Q dacă Y(s)eQ., YæeD, sau echivalent 
(X, Y) = 0 pe D. Evident, pentru fiecare v e D există o vecinătate U 
a lui e şi n — 1 cîmpuri vectoriale Y,, ..., Yu de clasă C! pe U astfel 
încit Y (x), ..., Yuca(0) Să genereze pe Qr, x e U (v. și 3.2 din care rezultă 
că Yi, ...; Yn pot fi cîmpuri de gradienti). Mulțimea (Y,,..., Yna} 
se numeşte bază locală a distribuţiei Q. 

Distribuţia Q se numește involutivă dacă apartenența Y, Z e O şi Y,Z 
de clasă ©! implică [Y,Z]eO. Varietăţile integrale ale ecu ației Pfaff 
(2”') se numesc varietăti integrale ale distributiei Q. Distribuţia Q se numeş-- 
te integrabilă dacă ecuația Pfaff (2°) este complet integrabilă. 

Varianta teoremei Frobenius pentru distribuția Q este următoarea 


Teoremă. Distributia Q este integrabilă dacă şi numai dacă ea este 
involutivă. 


Demonstratie. Presupunem că Q este integrabilă, adică ecuația Pfaff 
(2'') este complet integrabilă sau local X = A grad f. Atunci apartenența. 
Y, Z eQ înseamnă (grad j, Y) = 0, (grad f, Z) = 0. Derivind în Aien 
cu Z şi, respectiv, în raport cu Y. găsim Hess f(Y, Z) + (grad f, Dz Y) = 
Hess Z, Y) — (gradj, DyZ) = 0 şi prin diferență obținem (grad f, Y 
Z] = 0, adică TY, Z|e 9. Astfel Q este involutivă. 


Presupunem că Q este involutivă şi [ Y}, ..., Ya-a este o bază locală 


a lui 9. Atunci (X Y= 0 si (X, [Eon Erl) =g Cl += P M. KD M 
Deoarece (Dya X, Y;) + (X, Dyg Y,) = 0, (Dy, X, YHX X, Dy; Y) = 0; avem. 
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0 = (X, LYe, Y.]) ma (X, Dy, Ye EF Dy, Yg) == (Dy X, ¥,) KA (Dy X, Ya) iiy 
= (rotX)(Y;, ¥,). Fixăm cîmpul local de repere (Z, = Y; e... Zana 
= Ypi Zn = X} şi observăm că funcțiile (v. 8.3) 

Jur = XilrotX)a + AirotĂ)s + XrlrotX} 
constituie componentele unui cîmp tensorial de ordinul trei. Compo- 
nentele acestui cîmp tensorial în raport cu reperul fixat sint 


Jasc == 2, hinZaZiiZe = Xi (rotX)ze aa Ap (rot Xe -+ Xe {rot X) js, 


isj 


Aler B= p n '0= nR, 
unde X, = 3, X, Z}, (rot Xp = X (rot X)yZ4Z; sînt componentele lui 
d 17 


X și, respectiv, ale lui rot X. Relaţiile AX, = 0,(rot Nk, = 0 ṣi proprietăţile 
releritoare la indici ale tuneţiior j4gc arată că fuge = 0. Aceasta din urmă, 
împreună cu faptul că Zi este o matrice nesingulară, implică ju = 0. 
Astfel ecuaţia Pfaff (2) este complet integrabilă și deci Q este integrabilă. 

Presupunem că ecuaţia Pfaff (2”) nu este complet integrabilă. Asa 
cum am arătat în 8.1, prin fiecare punct æ al lui D trec sigur o infinitate 
de curbe integrale ale ecuaţiei Pfaft (fig. 3.1). De asemenca există o sub- 
mulţime a lui D cu proprietatea că orice două puncte ale acestei submul- 
timi pot fi unite printr-o curbă integrală a ecuaţiei Pfaff (2), proprietate 
ce poate fi interpretată în sensul că o ecuaţie Pfaff care nu este complet 
integrabilă nu constituie o „legătură pentru poziţii (punete)” [8, 53]. 
Într-adevăr, o curbă integrală a : I = D, a(t) = (æt), - - ., a(t)) a ecuaţiei 


iš 4 ei OUĂ : ia e daia 
Piait (2) satistace Y 1/2) —' = 0 şi este suficient să fixăm pe 
i==1 dt 
dg daia , i arat : - a. Mae 
=: spala asi in clasa polinoamelor cu coeficienți arbitrari ca să găsim 
dé 


o curbă « cu proprietatea specificată (fig. 8.5). 
Fie X un cîmp vectorialpe D c IR” care 
nu este local potential sam local biscalar (re- 
zultă n > 3) şi Q distributia ortogonală lui 
X (care nu este integrabilă). Mulțimea tu- 
turor varietăților integrale ale distribuţiei 
Q se numește spațiu ncolonom definit de mul- 
țimea D şi de cîmpul vectorial X pe D. Spa- 
tiul neolonom are o structură complet diferită 2 
de aceea definită pe D de o familie de hiper- 
suprafețe ortogonale liniilor de cîmp, desi lo- 
cal acestea se aseamănă prin existența hiper- , 
planelor tangente (v. si 8.7). Fig. 8.6 
Complemente. Fie cimpul vectorial X = (Xp .. -> Xa), de clasă C? pe mulțimea deschisă 
și conexă D și 
X, (x) dr; +... + Xala) dën = 0 (3) 
ectaţia Pfaff asociată Iwi X pe D. Teoria anterioară se referă la ecualia Pfaff (2) pe mulţimea 
deschisă D, = faze D| N (x) # 0}. În cazul în care X are zerouri pe D extindem această teorie. 
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Astfei, printr-o soluție a ecuaţiei Pfaff (3) se înţelege lie o varietate integrală fixată de un punct 
wE Dy lie mulţimea zerourilor lui X pe D care se notează cu Z (X). Evident Z(X) nu este o 
subvarietate a lui D decit în cazuri part iculare. 


Zerourile cimpului vectorial X se numesc puncte singulare ale spaţiului ncolonom definit 
de ecuația Pfaff (3). 


Aplicația 8.4. 1) Cel mai simplu și poale cel mai celebru spaţiu neolonom în R? se poate 


obţine extinzind egalitatea y’ = dy/dx. Pentru aceasta este suficient să renotăm y =zşi să 
interpretăm tripletul (x, y, z) ca punct din R, deoa- 
$z rece dy — zdx = 0 este o ecuație Pfaff care nu este 


complet integrabilă. 

Spațiul neolonom È : dy — zdx = 0 nu ate pun- 
cte singulare. El conține toate dreptele paralele cu 
axa 07, adică dreptele de ecuaţii x = tọ 9 = Yọ În 
particular, intersecția lui E cu planul yOz este familia 
de drepte x = 0, y = e, iar intersecţia cu planul zOz 
este axa Oz și familia de drepte y = 0, x = cz (fig. 8.6). 

îi 2) Cimpul vectorial Goodwin X(x, y, z} = 


1+” 
ortogonale liniilor de cimp deoarece (X, rotX) Æ 0 și 
Fig. 8.6 suprafața de ecuație carteziană implicită (X, rot X) = 
T = 0 nu este ortogonală liniilor de cimp. 


1 
= (ia —az, t—by, ue) admite doar curbe 


3.6. Liniile de cimp ca intersectii de spaţii neolonome 


Fie X = (X, .. ., Xn) un cîmp vectorial de clasă C! pe o mulţime 
deschisă și conexă D c [R*. Liniile de cîmp ale cimpului vectorial X sint 
caracterizate de sistemul simetric 


da __ da 
Xa) O Ia) 
Acesta este echivalent cu un sistem de n — 1 ecuații Piafi, de exemplu 
—A()da, + X (xdr, = 0, . . ., — Xalo Aln H Xna dt =0, 


care, pentru n > 3, pot ti complet integrabile sau nu. Deci prin fiecare 
linie de cîmp a lui X pot trece atît hipersuprafețe cît şi spaţii neolonome. 
Cimpul vectorial X se poate recupera din cìmpurile vectoriale 


e E AL AE se e E eE 10; 0, ste — Aa da) 
întrucit produsul vectorial al acestora din urmă este A"2X. Existenţa 
integralelor prime pentru sistemul simetric arată că există un sistem de 
n— i ecuaţii Ptaft complet integrabile echivalent local cu sistemul 
simetrie. 


” 
Reciproc, fie ecuația Ptaii Y) X,(r)da, = 0 pe D despre caro prosupu- 
i=l 
nem că nu este complet integrabilă. Atașăm la această ecuație încă n — 2 
ecuații Pfaff arbitrare 


Y Ai (oda, = 0, a=1,...,n — 2, 


i=l 
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X TE. i 


ra 
Li o... 5 


astfel încît rangul matricei | | fie n — 1. Sistemul de ecu- 
aţii Pfaff 
A(z)da + ... + AXu(a)da, = 0, 
adz + eo H(A = 0,a = 1, e.n —2, 
este echivalent cn sistemul diferenţial simetric | 
da __ da 
Ya) Flo) 


unde Y = (Y,,..., F„)este un cîmp vectorial coliniar cu produsul vecto- 
rial al celor n — 1 cîmpuri vectoriale X, X”. 'Pinînd seama de teorema de 
existenţă şi unicitate a liniilor de cîmp ale lui Y, deducem că, fiind dată 
o ecuație Pfaff, pentru fiecare alegere a vectorilor X* există cîte o curbă 
integrală unică care trece prin æ% e D. 


_ Exemple . 1). Să se determine liniile de cimp pentru X = pi +2} + ak și să se pună 
în evidență două spaţii neolencme care determină aceste curbe. 
Rezolvare. Sistemul cu coeficienți constanţi 
da dy dz 
— = pm = —= E 
dz K dt "di 


admite punetul de echilibru (0,0, 0) şi soluția generală 


l / y3 
T E cet + ete Ca cos T t+ Ca ii sai 3 
2 


EE E A 1 y. mS a ei 
g = epet ei T3 z — ey ĉa | cos 3 t= KY gam 3 ĉ | sin “3 ; 


1 /3 3 A | 
z= cet + ei |- ze cos 5 t+ K ca — a) ei ] „le R. 


Forma sinielrică 


dz dy dz 


y E i 


implică rdx — pop = 0. a0g — 2072 — 0, Aceste donă ecuaţii Pfaff reprezintă respectiv spaţii 
neolonome (cilindri recleremi. x. $.7 si JAS} intrucit nu sînt complet integrabile, Intersecţia 
acestor spaţii necloneme coincide cu liniile de cimp ale lui X. 

Evident, prin liniile de cimp tree și hipersuprafeţe de nivel constant: 


dă y dz (x? — y2) āx4 (y?°—zx) dy+(2— zry) dz 


y z z 9 


implică d (a? + g? + 23 — 3ay2) = 0 și deci x? -H y? -p23 — ap = cr 
Observatii. 1) Avem 


dz dy dz (22 —ay)0z+ (2?—y:) y+ (y?— rar) dz 
y z x 9 s 
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Cu toate acestea expresia (22— xg) dx + (22—y2) dy + (y*—r2) dz nu este o combinaţie integra- 
bilă, deoarece rot [(22— xy) i+ (x°—y:)j+(y>—zx)k]= 3X Æ 0. Existătasă un factor integrant 
pentru ecuația (z2— xy) dx +- (2* — yz) dy +(y2 — zx) dz = 0, dar dificultatea determinării efec- 
tive a acestuia este echivalentă cu dificultatea de a găsi combinații integrabile pentru sistemul 
simetric. 


2) Câmpul vectorial X = (y, 7, x) este solenoidal și deci curentul generat de X conservă 
volumul. 


3.7. Distribuţia ortogonală unui cimp vectorial afin 


Fie X = (Xp 5 Xn) (8) = Y au; + as un cîmp vectorial afin 
i=l 


pe R” şi 


> (5 auz + aaa = 0 (4) 


i=l \j=1 
ecuația Pfaff asociată lui X. Această ecuație doscrie distribuția ortogo- 
nală lui X. 
Presupunem că X este irotațional, fapt echivalent cu a; = a. Atunci 
şi numai atunci ecuația Pfaft (4) este o ecuație exactă şi soluția sa generală 
este familia hiperevadricelor din (R” de ecuații 


n” n 
0,5 Y tits + Y, aa, = o. 


tj=l {=l 
Oa alta cuvinte, hiporsupratețsle ortogonale liniilor de cimp ale unui cimp 
vectorial afin irotațional sînt hiperevadrice. 
Să cercetăm condiţiile în care ecuația Piatt (4) este complet integra- 
bilă, (distribuţia Q este integrabilă). 
Teoremă. Presupunem că X este rotational, adică matricea [a] nu 
este simetrică. 


1) Dacă rang [an] = 1, atunci ecuația Paf} (4) este complet integra- 
bilă. 


2) Dacă rang [a,;] = 2, atunci ecuația Paj} (4) poate să fie sau nu 
complet integrabilă. 


3) Dacă rang [a;] > 3, atunot eouatia Pajf (4) nu este complet inte- 
grabilă. 


Demonstrația. Conform teoremai Frobenius ecuaţia Pfaft (4) este 
complet integrabilă dacă şi numai dacă 


Gala; — Ajr) H Alti — Gu) + aula: — t) = 0, 
TE Aita (OR, (5) 
1) Se stie că o matrice [a;;] are rangul 1 dacă şi numai dacă există 


doi vectori [4;] şi [v] astfel încît a; = 49; Ou această exprimare, relaţiile 
(5) sînt satisfăcute identic. 
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2) Considerăm cîmpul vectorial liniar X = (2 — y — 2, + y +3, 
+y +z), (%,3,2)e R?, a cărui matrice asociată 


[15-1 — 


are rangul doi. Se găseşte rot X = (0, —2,2), deci (X,rot X)=0 și 
astfel condiţia de complet integrabilitate (5) este satisfăcută. 

Fie cîmpul veeţorial liniar X = (æ — y — a w + y + a yte) 
(z, y,2)ER?, pertu care matricea asociată 


1 =1 —1 
1 1 2 
1 1 2 


are rangul doi. Se găsește rot X = (—1, —2,2), deci (X, rot X) = 
= — + y -+2 si astfel condiţia de complet integrabilitate (5) nu se 
satisface. 

3) Preterăm să demonstrăm enunţul echivalent „în ipoteza rang 
[ay] > 3, ecuaţia Plati (4) este complet integrabilă dacă și numai dacă 
Qij = Ai. 

Presupunem că rangul lui [a;;] este trei. Atunci putem întotdeauna 
să admitem că |aag|, a, B = 1, 2, 3, este minorul de ordinul trei diferit 
de zero (raționamentul cu oricare alt minor este analog). Deoarece (a«a) + 0, 
putem să definim numerele a” astfel încît 


Ploy = 38, Pap = d (6) 


(matricea [a*?] este inversa matricei [a,p]). Să alegem acum din toate 
ecuațiile (5) pe acelea pentru care toți indicii iau valorile 1, 2,3: 


lasl Arg = agy) + Cage N aya) + o ( ga aP dza) = 0. 


Înmulțind cu a, sumiînd după «, 8 şi ţinînd seama de (6), găsim dp = dgy- 

Din ecuaţiile (5) alegem acum pe acelea pentru care indicele î ia 
valori de la 1 la n, iar toți ceilalți indici iau valorile 1, 2, 3. Dacă vom ţine 
cont de ag = apy, aceste ecuații se reduc la 


Apala — Aa) + Ayslage — tg) = 0. 
Înmulțind cu af%, sumind și tinînd seama de (6), găsim au = ay 


Cu determinările precedente, ecuaţiile (5) în care i şi 1 iau valori de 
la 1 la n sînt satisfăcute identic, iar cele în care î,], j iau valori dela 1 la n 
se reduc la ela — ey) = 0. Cum unele dintre numerele ay sînt diferite 
de zero, rezultă că ai; = Gat e J = Li oh 

Demonstrația pentru cazul rang [an] = p, 3 < p < n, este analoagă. 

Presupunem că [ay] nu este simetrică, dar o < rang [a,;]s<2. 
Prezenţa, factorului integrant u pentru ecuaţia Pfaff (4) face ca hipersupra- 
fețele ortogonale liniilor de cîmp ale cîmpului vectorial afin corespunzător 
să nu mai fie hiperevadrice. Această afirmație este pusă în evidenţă de 
următoarele exemple. 
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Fie «, = wa; (ue -s.y Un) Æ (ap -- -3 du). În acest caz ecuaţia Pfaff 


(4) se transerie( $ uan | pA am) + >, ads = 0 gi are soluţia ` gene- 
« á 


i=] j=1 


n | 
$ Aati) =e 


i=l 


# 
rală £ wm, + În 


i=l 


Cimpul vectorial liniar X = (x—y—z, æ-y+z, z+y4-2) pe R?, 
asociat unei matrice de rangul doi, satisface condiția de complet integra- 
bilitate. Algoritmul lui Bertrand arată că suprafețele ortogonale liniilor 
de cîmp ale lui X sînt descrise de familia de ecuații carteziene implicite 


rta Z [22 +y + 2y] = e. 


ga a 


arctg 


Raţionamentele precedente conduc la următoarea definiţie : spaţiul 
neolonoim detinit de ecuaţia Pfaff (4) în fiecare dintre cazurile : 

1) rang [a] = 2 şi relaţiile (5) nu sint satisfăcute, 

2) rang [au] > 3 şi [ay] nu este simetrică, se numeste hiperevadrică 
neolonomă. . 

Cazul 1) din această definiţie şi faptul că orice ecuaţie Pfatt pe R? 
admite un factor integrant local fac necesară ipoteza n > 3. 

Hipercvadricele neolonome se pot clasifica [58, 70] după tipul mul- 
ţimii Z (X) ale cărei elemente se numesc centre. 

Aplicația 8.5. 1) Considerăm cevadrica neolonomă descrisă de ecuația ză — y dy = 0 


Aceasta posedă p dreaptă de centre, Ox : 2 = 0, y = 0 și de aceea se numeşte cilindru neolonom 
de axă Ox. Acest cilindru neolonom nu seamănă deloc cu familia de cilindri de axă Ox, lupt ce 


se poate evidenția prin observaţia că cel neolonom conține axa Oz, dreptele (lig. 8.7, zo < y3). 


z | ¢A 
E 
Z9 1 i 
i A | 
F ati i “mo 
P / 2 | i s i 
Fi 4 (x DYozzi i e “Ba i 
Z girin d aie T 
| D Dac” 
i—i t 
| j X dag, 
| BEz 
1 P0 yoo) Io] 
| SA] 
D; IDa «| 
. | $ | 
Fig. 8.7 alia 


y y a 
D= + — b y = Y bit l IER, (o, Yo 20) fixat, 20 70; 
0 


şi parabola T : y? =2r, 1= 
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_2) O cvadrică neolonomă fără centru se numeşte paraboloid neolonom. De exemplu, 
È: dz = (x — y) dx + (x — 2y) dy. Se observă că E conţine dreapta D: x=? iu = i AR 
te R, z fiind fixat și se întilneşte cu spirala I : x = cos, y = sin, [2 =l, le R, in punctele, 


T 
afo, +1, 4 z -+ ao) re Z, şi Bm(4 10,mz),me Z. Axa 
+ 

Oz este axă de simetrie alui E (fig. 8.8) 

3) Cvadrica neolonomă 5: (x — y) &x + (x + y)dy -+ zdz = 
= 0 posedă cenirul (U, 0,0), axa de simetrie Oz și planul de simetrie 
xOy. Intersecţia iui © cu planul xOz este familia de cercuri y = 0, 
ză + 22 = ca, intersecția cu planul yOz este familia de cercuri x = 
=0, y” 22 =ep, iar intersecția cu planul Oy este familia de curbe 


j 1 d | 
z = 0, arctg = + — In (47 -+ y?) = & (lg. 5.9). 
=, 5 3 


Fig. 8.9 


8.8. Dependenţa de parametri a <ubvarietăților ortogonale 
liniilor de cîmp i 


Fie cîmpul vectorial X (x, a) = (X; (za), . -<4 Xal £;a)) 2 = (Liye o < Ln? 
e R” de clasă Ce, care depinde de parametrul vector a = (a, ...;, @m)ER”. 
Subvarietăţile ortogonale liniilor de cîmp ale lui X sint soluţii ale ecuaţiei 
Pfaff ; 


X, (x, a) åz + =- + Ala, 4) dr = 0. 


Cu notaţiile din 8.3, acestei ecuații i se ataşează C? functii fin(x, a), i<j <E, 
cu ajutorul cărora putem decide complet integrabilitatea în felul următor : 

1) Dacă fn (2, a)= 0, Væ e R", Vace R”, atunci ecuaţia Pfaff este 
complet integrabilă şi deci X admite o familie după a de familii de hiper- 
suprafețe ortogonale liniilor de cîmp. Valori diferite ale lui a pot impune 
familii de hipersuprafeţe de tipuri diferite, ortogonale liniilor de cîmp. 

2) Dacă fur 0, dar 2 ape R” astfel încît fiu(r, ao) = 0,:Y zelR”, 
atunci ecuaţia Pfaff este complet integrabilă doar în cazul a=—ag și neinte- 
grabilă pentru afag. Deci X (7, 4) admite o familie de hipersuprafeţe 
ortogonale liniilor de cimp, iar X (x, a) cu a # a, admite doar subvarietăţi 
de dimensiune cel mult n—2 ortogonale liniilor de cîmp. 

În general, curentul generat de un cîmp vectorial conservă mulțimea, 
subvariețăţilor ortogonale liniilor de cîmp. De aceea observaţiile prece- 
dente sînt în striînsă legătură cu subelasele familiei după a de curenţi 
generaţi de cîmpul vectorial X(z, a). 

Reamintim că dacă ecuaţia Pfaff este complet integrabilă, adică X 
este un cîmp local potenţial sau local biscalar, atunci, pe porțiuni, orbitele 
lui X sînt linii de gradient sau reparametrizări de linii de gradient. 

” 

Exemple. 1 ) Considerăm cimpul vectorial liniar X = (A... Xp) Xlr) = ci p uja; + 


fask 
+ ugu = tus ...s Up], care depinde de parametrul vector a = t[Gs ...s x]. Ecuația Pfaff 


asociată lui X este 
n LLă n 
(5 cazi) $ wa) y udr; = 0. 


i=l j= i=l 
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k 
Dacă a = 0, atunci soluţia generală este familia de hiperplane He : pa uix; = c, iar dacă a Æ 0, 
i=} 
n 
atunci soluția generată este familia de hipersuprafeţe Me : E ax; + In >, Lt; 
i= ʻ i=ł 

Împărțirea în două clase a hipersupraleţelor ortogonale liniilor de cimp ale lui X cores- 

punde la tipurile de curenţi generați de X. Într-adevăr, sistemul care dă liniile de cimp 


n 
= e. 


dr; 


n 
— = üi Y Ujt] + uţe 
di ji 


are soluļjia generală 


i t e {n+ 
= et] Ea ari aeea. E E (O AR tE R, zE R?” A = [a; ul. 
u a 7 iai a a are [eee A m H 


Rezultă curentul global (difeomorlism) pe R” 


at a | E a 
g= pet bori a: EET ti S raaraa AP u 
= 1! 2! D (n+1)! na 


care constă din transformări aline particulare. Dacă a = 0, atunci curentul se reduce la trans- 
laţii, x = y + lu, tE R. 


Notă. Se observă că div X = (a, u) şi deci curentul păstrează volumul dacă vectorii 
a şi u sint ortogonali. 


2) Fie cimpul vectorial liniar X = (— t + ay, Br—y tras, By— z) pe R?, unde a şi 8 sint 
parametri reali. Se găseşte rot X = (5—a) (1,0, 1). Dacă 3 = a, atunci X este un cimp poten- 
ţial și cvadricele a? -+ yë + 22 — 2z2y — 2ayz = e sint ortogonale liniilor de cîmp. Dacă B Æ œ, 


atunci (X, rot X) = (8 — a) [~x +(x + B)y — z] şi deci X posedă doar curbe ortogonale 
liniilor de cimp. 


Probleme deschise. 1) Are vreo influență bifurcația Hopf a curentului 
generat de X(x, a) asupra mulţimii subvarietăţilor ortogonale liniilor de 
cîmp? 


2) Pentru mulțimea subvarietăţilor ortogonale liniilor de cimp ale 
lui X (æ, a) există fenomen de bitureaţie ? 


8.10. Probleme propuse 


1. Să se determine soluţiile generale ale următoarelor ecuaţii Pfaff : 


—1 
(exe + 1) de; + Site 2 erit: dz, =0 (Xis 23) e ROT, 
m 
da = nr PORTUL. Bani. dz, 2, >0, 2 > 0, T + a>0, 
1 2 


2L Ldt, + 288 AL + (23 — x3 — w7) de = 0, v, >0. 


2. Să se cerceteze dacă ecuaţiile Plati asociate cimpurilor conforme şi 
proiective (v. 2.7, 2.8) sint sau nu complet integrabile. 
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3. Să se rezolve următoarele sisteme : 
soda + 2(2a — y) dy — r? dz = °) dir ia. 
7 

s =y 
dæ? — y? — 2°?) dr+2æydy+2rzdx=0 (x—ydr+(x-t-y)dy+edz=0, 
meaa aha iar a 


4. Se dau cîmpurile vectoriale : 


2 = ay 


1) X (x, y, 2) = 2 (1 — #) i + rzæj + e (ll — #”)k, 
2) X (2,4,2) = 2? yzi + zy?zj + ya? 


arrant 2 
3) X (r) = 2(a, r) a + 2 (bxr)b — D Ua eb 
(a, bxr) 


Să se arate că fiecare X este un cîmp biscalar şi să se determine func- 
tiile f şi ? astfel încît X = 2 grad f. 


J= A 3 xyz 
R. 1) X(x, y, 2) = — grad —— ; 2) X (x; y, 3) = e grad (x? + y? -+ 2°); 
id á 


(a, r)? + (b, r)? 
(a x b,r) 
5. Fie cîmpul vectorial V = yzi — xzj+2ọ (v, y)k, unde ọ este o 


‘funcție de clasă convenabilă. Să se determine ọ astfel încit V A fie bi- 
scalar. 


6. Fie cîmpul vectorial V = grad ọ(r)—+ ọ (r) grad (r), unde 
a = rF y? - 22, iar o şi V sint funcții de clasă convenabilă. 

1) Să se determine liniile de cîmp ale lui V. 

2) Să se arate că V este un cimp vectorial potenţial şi să se determine 
“familia suprafețelor ortogonale liniilor de cimp. 


3) X (r) = (ax br) grad 


Indicaţie. V=c—Y grad get, 

7. Se consideră următoarele cimpuri vectoriale : 
1) V = zi -+ z (2x — y) j — x? k, 

:2) V = (ya) i—y? (+r) j+? (y—e)k, 

:3) V = yzi + sye) + oy? zk, 

4) V = gzipyzj—(@?+y?)k, 

5) V = (y —2)i + (2 — 2) j + (œ — y) k, 

6) V = æ (y — 2)i — y (x — 2)j} + z (x — y) k. 


Să se stabilească dacă există familii de suprafețe ortogonale liniilor 
sde cîmp. În caz că există, să se găsească ecuațiile carteziene “implicite ale 
acestor familii de suprafețe. Pentru spațiile neolonome să se determine 
întersecțiile cu axele şi planele de coordonate (v. şi problema 2 din 3.13). 
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8. Care dintre următoarele ecuaţii Pfaff definesc cvadrice neolomone =: 
(æ + yhăz + (—2 + 2) dy — de = 0, 
(Ba — 2y + 42)de + (4s — y) dy + 2xdz = 9, 
yds + zdy — (6x + 1ly + 6z) dz = 0, 
y de + (æ + z)dy + (y +2) dz = 0? 
În cazurile afirmative, să se determine intersecțiile evadricelor neo- 
lonome cu plane ce trec prin axele de coordonate. 
9. Ce fel de hipersuprafeţe sînt hipersuprafetele ortogonale liniilor 
de cîmp ale unui cîmp vectorial torsional ? 
Indicație. Hipersuprafețe cu toate punctele ombilicale (părți de hiperplane sau de 
hipersfere). 
10. Fie D c R", n > 2, o mulțime deschisă şi corexă şi X un cîmp 
vectorial de clasă Co pe D, fără zerouri. Notăm prin Q distribuția orto- 
gonală lui X. Să se arate că distribuția Q este involutivă dacă și numai 


dacă pentru fiecare bază locală (Y,, .. , Yu) există funcțiile 
Olg, «B, Y = 1, ..., n—1, de clasă 0*, astfel încît 


n=l 
[Ya Yo] = 3, Ca Yy- 
y=1 

11. Să se cerceteze dependența de parametri a soluțiilor următoarelor 
ecuații Pfaff : 

æ (x? + y? +a) ds + y (2? + y? — a) dy = 0, 

(y — 2°) dg + s dy = 0, 
bxy? dæ — ax? dy + z (by? — ax?) dæ = 0, 2 (ay + z)dx + į 
+ (2 + 3ay + 32) dy + (2 — ay) dz = 0. 
12. Fie cîmpul vectorial Lorenz 
X (x; Y, 2) = (—oz+oy, —sz + ræ — y, sy — ba), 
unde c, 7, b sînt parametri reali. Are vreo influenţă bifurcația Hopf a 
curentului generat de X (v. 3.6 şi 7.4) asupra curbelor ortogonale liniilor- 
de cimp? 

13. Pe R? se dă cîmpul vectorial V = ọ (r) [(axr) X r], unde a este 
un vector constant, r = zi + yj + 2k,r = Vx? F y” F z? iaro esteo funcţie 
de clasă CI. 

1) Să se calculeze rot V și div V. 

2) Să se determine suprafeţele ortogonale cimpului V. 

3) Să se afle ọ astfel încît circulația lui V pe orice curbă închisă să- 
fie nulă. Apoi să se calculeze fluxul lui V prin sfera r2—2 (a, r) = 0. 


Indicaţie : rot V = 3o(r)(a x 7) — ọ'(r) (axr) xr)x > , div V = 2(a, r) ọ(r). 
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9. ENERGII 


Energia unui cimp vectorial X este cimpul scalar definit prin f = INIP/2. Acest cimp 
scalar are proprietăţi interesante impuse fie de comportarea gradientului, hessianei sau laplu- 
cianului lui /, fie de comportarea lui / de-a lungul liniilor de cimp. 


Studiul energiei unui cimp vectorial este o noutate cel puţin în raport cu literatura apli- 
cativă. În parlicular, cercetarea variației energiei pe liniile de cimp este o idee nouă care merită 
atenţia specialiștilor, intrucit conduce la inlormatii suplimentare despre fenomenul a cărui 
evoluţie locală este descrisă de cimpul vectorial. Un interesant rezultat de această natură [69] 
este criteriul din 9.1 după care liniile de cimp nu pot fi închise. Tot aici se cuvine să reamilim 


că energia lui X poate [i folosită in probleme de completitudine și în probleme de stabilitate ca 
funcţie Leapunov. 


9.1. Energia unui cimp vectorial oarecare 


Fie D o mulțime deschisă şi conexă din [R” şi X un cîmp vectorial de 
clasă 02 pe D. Cimpului vectorial X i se poate atașa funcția reală f: D= 
> R, f(x) = ||X(x)||?/2. Deoarece un cimp vectorial X reprezintă local 
viteza de variație a unui proces fizic, jumătatea pătratului lungimii cîm- 
pului vectorial, adică f, va reprezenta densitatea de energie cinetică a, 
mediului în mişcare. Funcţia f va fi numită energia câmpului vectorial X. 

Se observă că zerourile lui f coincid eu zerourile lui X (dacă există !). 
Aceste zerouri, adică poziţiile de echilibru ale procesului, sint puncte de 
minim global şi deci puncte critice ale energiei f, dar reciproca nu este 


» 


Š î 
adevărată fără clauze suplimentare. Relaţiile EA = 3 A pZ arată că 
> Cr; t=1 VER 
dacă 8 2 O ES. F) 
Dllyj og Da) 
sint pozițiile de echilibru şi deci puncte de minim global ; în caz contrar 
există puncte critice ale lui f care nu sînt zerouri ale lui X. 


Dacă energia f este convexă, atunci punctele critice ale sale coincid 


cu punctele de minim global (în particular, cu zerourile lui X, dacă aceste 
zerouri există). 


Să cercetăm variația energiei f pe liniile de cîmp ale lui X. Pentru 
aceasta ne folosim de 


#0 pe D, atunci punctele critice ale energiei f 


af(X) = Dyf = (Dxă, X), 


|lDf| < ID || X|| < |DX|| XI, unde DX este matricea jacobian 
a lui X, 
[Dxf| < IDXI XI = V2DxX4f7: 
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Notăm cu a:I — D o linie de cimp a lui X. Dacă DX = 0, 
atunci a este o dreaptă.! De asemenea, (Dy X, X) ° a=(]||DxX le a)( IX e a) 
dacă şi numai dacă de-a lungul lui « avem DX = P. X, adică « este o 
dreaptă reparametrizată prin s = h(t), teJ, unde 

Li r 
h(t) = a + be (zle o (u) au) dr, a,b = const. 
o io 


'Teoremă. Fie f energia cîmpului vectorial X pe D gi «a:l >D o» 
linie de cîmp a lui X. 


1) Atunci 
f° alto) dacă « este o dreaplă, 
t 
po a!) du 
fo alto) e" dacă a este o dreaptă repara— 
f° a(t) = metrizată prin s = h(t), 


t 
f- alto) box N) e a(u)du în caz contrar, 


to 
: t 
sä f IDX} e a{u) du 2 | DX] alu) du 


foalto)e * < fo alt) < fo alt)e * 


2) Dacă X nu are zerouri pe D, iar a nu este o dreaptă și nici o dreaptă: 
reparameirizată prin s = h(t), teI, atunci 


t 
IV — Vrea < hA Darie atu) du, t> to 
to 
Demonstraţie. 1) Prima parte este o consecință directă a relațiilor- 
d PET 
Pe a = Dy f ° a Dyf = (DxX, X). 
Pentru partea a doua observăm că relația |Dyf! < ||DX| |X] 
implică Fa o a | <2(||DX||o a)fe a. Aceasta permite să dovedim că func- 


t 


-2 f ipx: > giu) du 
ţia ọ(t) = f ° a(t)e " este descrescătoare pe [tp t]c I. Într-adevăr 
: 
— 2 | DX = zju) du 
do f? i d Fi 
TP e h L f > a(0—2UDXI e aS =al) ) <0. 
di dt 


Relaţia ọ(t) < ọ(t) implică 


2 iosi- afu) du 
fo alt) < fo alt)e * a 


t 
2 f |DXI < au) du 
Analog, din faptul că funcţia ẹ(t) = fo a(De * se dovedeşte a 
fi crescătoare rezultă partea din stinga a inegalităţii scrisă în teoremă. 
—— > a 

2) Relaţia |Dyf o° aj< VŽU DxX|| ° a) Vfe a se transcrie ge < 
< VU DX e a) Vfe a şi în ipotezele din teoremă rămîne o inegalitate 
strictă. 

Considerăm funcţia definită prin 


4 


olt) = |f at) a(t) NR X|| e a(u) du. 


ta 
Y 


Se observă că 


de 1 "4 3 
i £ fo a(t) — L? DX a(t) < 0 
Fiuk EO ETA mr R | eat) 


pe orice interval [tọ i] c J, adică ọ este strict descrescătoare. Rezultă 
plt) < glt) = VT © alto). 
Analog se arată că funcția 
t 


Y(t) = VF = att) + E (dai o alu) du, 


to 
este strict crescătoare. Deci Y(t) > W(t) = f° a(t). 


Observații. 1) Dyf = (DxX, X) dă in fiecare punct z viteza de variație a energiei 
f cînd punctul z se mișcă în direcția X(x), adică (inițial) de-a lungul liniei de cîmp ce pleacă 
din z tangentă la X(x). Zerourile vitezei de variaţie a energiei f sint fie zerouri ale lui X, fie 
zerouri ale lui DyX, fie puncte în care DxX și X sînt ortogonali. 

2) Dacă Dyf > 0 iar a este o linie de cîmp a lui X, atunci f ° g este o funcție crescătoare. 


Teoremă. Dacă (DX, X) nu se anulează în nici un punct al lui D, 
atunci liniile de cîmp ale lui X nu pot fi închise (deci nici periodice). e 


Demonstraie. Fie «a : 1 — D o linie de cîmp a mi X. Presupunem că 
există t, thel, t< t, astfel încît a(t) = alt). Rezultă fe alt) = 
= f o a(t,) și teorema precedentă implică : 


A h 
|e o a(u) du =0 sau (x, N) o alu) du =0. 
TA & 


Teorema valorii medii pe [î,, t] implică (DxX, X) ° æ (u) = 0, care 
contrazice ipoteza. 


13 — c. 594 
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Teoremă. Pie a: I — Do linie de cîmp a lui X. Dacă a este o dreaptă 
reparametrizată prin s = h(i), t e 1, ṣi u ca este crescătoare, atunci foa : I —IR 
este sau convexă sau concavă. Dacă a nu este dreaptă și nici o dreaptă repara- 
metvizală prin s = h(t), tel, iar (DX, X)e a este crescătoare, atunci 
Je x:I — R este conveză. 


Demonstraţie. Ne oprim la ultima parte. Ipotezele dau 
— fs a(t) = (DX, X) o a(t) > 0, Viei. 


Presupunem că X nu are zerouri pe D, ipoteză ce permite construcția 
cîmpului vectorial unitar U= X/||X||. Liniile de cîmp ale lui U sînt repre- 
zentări normale ale liniilor de câmp ale lui X. 

Vom arăta că restricţia energiei f = ||X]||?/2 la o linie de câmp a lui 
U este bine determinată de restricțiile cimpurilor scalare div U si div X 
la linia de cîmp respectivă. Pentru aceasta notăm cu f(3), sell, o linie 
de cîmp a lui U, parametrul s fiind abscisa curbilinie şi punem l= ||X]|| - 8, 
ọ = div U- 8, v=div Xe. Relaţia div X = Du XI + XI] div U 
arată că 


== l+ h 


adică 1 este determinată de o şi y ca soluție a unei ecuații diferențiale 
liniare de ordinul întîi. Punind 1(30) = lọ, găsim 


-fow dt A fow dt 
(s) =e * (i -+ | y(r) e” ar) ; 


9.2. Energia unui cimp vectorial irotațional 


Fie X = (X, ..., Xa) un cîmp vectorial de clasă C? irotațional 
pe D c R", adică 


2X, (1) = 27 to, Va D, j= dp t: 
VESI Vi 
Relaţia de definiție este echivalentă cu faptul că pentru fiecare z e D 
3X, 


matricea | —- (2) | este simetrică. De asemenea se ştie că X este un cimp 
az 


Gij 
vectorial ae u pe ” dacă şi numai dacă el este local potențial. 


Fie f =x] => X; energia lui X. Deoarece Au p Aa 
2 ii ôT; izi 0%; 
=5 x: 2, rezultă grad f = DX. Astfel devine evident; că zerourile 


1=1 
lui X Pe, dia critice ale lui f şi că mulțimea punctelor critice ale lui f 
conţine orbitele lui X care sînt drepte. Existenţa unei linii de cîmp « a lui 
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ra 
X care estec o dreaptă (echivalent DX = 0) impune vane E 


= (e(0)] < 
Zi 
NE ER E 2X: 
<n—1. Dacă ze D este un punct critic al energiei f și rane| £= (a) l= n, 
j 
atunci z este un zero al lui X. 
Relaţia (grad f, X) = Dyf = (DxX, X) arată că dacă forma pătratică 
Y, > (Dy,X, Y+), Y, € TD este pozitiv definită pentru orice v eD, 
atunci punctele critice ale lui f sînt zerouri ale lui X. 
Matricea hessianei ne a lui f are elementele 


a2f *. 2X; aX: "XE ha ZX. 


— = HE s AEn EI 
0000  i=1 OLI 02 il mt, PLETE 
3 * 2A IX: a S dada f 
iar matricea de elemente $ -— este pozitiv  semidetfinită. Dacă şi 


inl OF; Cp 


n a2 y 
: M i ST CRESS t 
matricea de elemente bD X; ——— este pozitiv semidefinită, atunci ener- 
i=l CL; Oty 
gia f este convexă pe D. 
Calculind urma hessianei, găsim laplacianul 
a gx iA e p PX dă, 
Sp pi a S A = i i dj + Dxídiv X). 


Z1 Lj Vy i,j=1 üT, 02| $ Tj 


nai Fie X un cîmp vectorial irotaţional pe D. Dacă fiecare vector 
nenul X(x) satisface Dx (iv X) >0 şi energia f atinge un masim local 
într-un punct xo e D, atunci X se anulează identic pe o vecinătate a lui ag. 


Demonstratie. Presupunem că æg este un punct de maxim local (ne- 
cesar punct critic) al lui f şi X (£) + 0. Rezultă că hessiana d?f(x,) este 
negativ semidefinită și deci Af (s4) < 0. Pe de altă parte, Af > 0 în orice 
punct în care X nu este zero. Rämine că X (2) = 0. Deoarece flx) = 0 
este un maxim, f și deci X trebuie să se anuleze identic într-o vecinătate 
a lui ga: 

Observaţii. 1) Dx (div X) > 0 implică faptul că divergenţa lui X este o funcţie strict 
crescătoare pe liniile de cimp ale lui X. 

2) Cimpurile vectoriale irotaţionale sint local potenţiale, adică pentru fiecare ze D 
există o mulțime deschisă U C D care conţine pe zpşig:U— R astfel incit X = grad ọ 
pe U. De aceea f/y = grad pe. Hipersuprafelele (x) = ce sînt ortogonale liniilor de cîmp 


ale lui X, iar mulțimile “de nivel constant atașate lui f|y coincid cu mulțimile de nivel constant. 
atașate lui lgrad gl. 


9.3. Energia unui cimp vectorial Killing 


Fie X = (X, ..., Xa) un cîmp vectorial de clasă C” pe R”. Cîmpul 
êX: că 3X; 
OZ; Oli 
= 1, ..., dacă şi numai dacă X(x) = As + b, ze R”, unde A = [a;]} 
este o matrice antisimetrică de ordinul n. Rangul matricei A este un număr 
par (v. 2.6). 


vectorial X este un cîmp Kiling pe R”, adică ~- =0, 4,3=— 
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Energia cîmpului vectorial X este funcția reală definită prin f(x) = 


= || Ax + b||?/2. Deoarece k pa 5 x = — D) bA ah rezultă grad 
0%; i=1 OTi 
f = —DăĂ, şi Dif = 0. Aceste relații ue di ridente afirmațiile că zerourile 


lui X (dacă există !) sînt puncte cr itice ale lui fsṣi că mulțimea punctelor 
critice ale lui f include toate orbitele lui X, inclusiv cele care sînt drepte 
(adică energia f este o constantă de-a lungul fiecărei orbite). 


d 1 DX 0A 
a NIRO AR A 1 too ieia pozitiv semidefinită, 


0 00 i=l 2; CL 

energia, feste o funcție convexă pe [R”. De aceea punctele sale critice 
(dacă există!) sint puncte de minim global şi deci coincid cu zerourile 
lui X. Mulţimile de nivel constant ataşate energiei f sînt hiperevadrice, 
iar curentul global generat pe R” de grad f (cimp vectorial complet) mă- 
reşte volumul în afară de cazul în care X este paralel. 

Convexitatea energiei f și observaţiile precedente arată că există 
trei posibilităţi mutual exclusive : 

1) mulţimea zerourilor lui X este un hiperplan de codimensiune pară ; 

2) reuniunea orbitelor lui X care sînt drepte este o mulţime nevidă, 
închisă şi convexă ; 

3) energia f nu are puncte de minim. 


9.4. Energia unui cimp vectorial coniorm 


Fie X = (X,, ..., Xn) un cimp vectorial de clasă 0” pe R", n >2. 
ôX: , aX; _ 
Yam ð 


Ti Ti 


Presupunem că X este un cîmp conform, adică — = py, Y = 
= 2 atv X, i, j = 1, ..., n. Din aceste ecuaţii rezultă expresiile explicite 
n 


1 n 1 B n 
Aa) = F “E Cute — di D it Y rtr + dis Ci t ex = d, V(2) = 
=1 i=l k=1 


= Y Crte te. 
k=1 
Fie f = || X]||?/2 energia cîmpului vectorial X. Găsim 
of T a GAI = să, X; A 
— = 9 AX = y A, + 4x 
i 2- Va 
adică grad f= — DX + VĂ şi Dyf = za. Aceste relaţii implică: 


1) Zerourile lui X (dacă există!) sînt puncte critice ale energiei f. 


2) Punctele critice ale energiei f sînt sau zerouri ale lui f sau zerouri 
ale lui y. 


3) Mulțimea punctelor critice ale lui f include orbitele lui X care 
t r E 


sînt drepte reparametrizate prin 3 =& 4- n| esp ( | Y oa(u) du) dr. 


fa to 
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Matricea hessianei dřf a lui P are elementele 


ô? =. î dă, y > OA: * OA OX, 
„of = i x - 5 5 a i 
OL Ly ici Ot TH Ozr;0z Zn 02; Ote 


1 n 
=- 3 ai -H Xk; ba du > n 


s=l 


ad a i ed G „tă = 
“De aici rezultă laplacianul Af = 3, Fed ik $ Xi 
= (02 
Teoremă. Pie X un cimp vectorial conform pe R" și f energia lui X 
„Dacă ~:I — R" este o linie de cîmp a lui X, atunci 


t 
f» atu) du 


fo a(t)=fo alt) eh 


Demonstraţie. Consecinţă a relaţiilor s fo a= Dyf 2 a şi Dyf = vf. 


Observaţie. Zerourile lui X coincid cu zerourile lui f. 
Fie X = (X; „+ -, Xa) un cîmp vectorial omotetic pe R”, cu v = 21 #0, 
n s A 
adică X; = È Cirle + dj Cu F e: F Cnn = EF 0. Fie f= ||X||?/2 


«energia lui X. ' Avunoi : 

1) punctele critice ale lui f sint zerouri ale lui X. 

2) energia f este o funcție proprie a lui X în raport cu valoarea 
proprie c, 

3) energia f este convexă , 

4) liniile de cîmp ale lui X nu pot fi închise. 


9.5. Energia unui cîmp vectorial alin 


Fie X = (X, ..., A), un cimp vectorial de clasă C” pe R”. Cimpul 
2 rr 


vectorial X este afin, adică gate DE aci 0 i În E Le oo i dacă şi 
CI; OTE 

numai dacă X(z) = Ax — b, ze R”, unde A = [ay] esteo matrice pătrată 

constantă, iar b este un vector coloană constant. 

Fie f(x) = || Ax + b||?/2 energia cîmpului vectorial afin X. Se gă- 
seşte Dyf = (AY, Ax:+b); YY e X(R”), şi deci zerourile lui X 
(dacă, există !), sînt puncte critice ale lui f. în particular, relaţiile DX = 
= A(Az + b), Dyf = (A(Ax + b), Ax +b) arată că mulțimea punctelor 

-critice ale lui f conține liniile de cîmp ale lui X care sînt drepte. Existența 
-unei linii de cîmp « a lui X care este o dreaptă a lui R” impune rang 
A < n—1. Dacă 2 e IR” este un punet critic al energiei f şi rang A = n, 
:atuñci vo este un zero al lui X. 
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Matricea hessianei d2f a lui f are elementele 
of o p Dă pa, 


= = Ci e 
00 2102; ôer i de 

De aceea d2f > 0 şi deci energia f este o funcţie convexă pe [R”. Acest 

rezultat implică faptul că punctele critice ale lui f (dacă există!) coincid 

cu punctele de minim global și deci cu zerourile lui X. De asemenea, 

curentul global determinat pe R” de grad f (cimp vectorial complet) mă-- 

reşte volumul în afară de cazul în care X este paralel. 


9.6. Energia unui cimp vectorial proiectiv 


Fie X = (X, ..., Xn) un cîmp vectorial de clasă C° pe R”, n > 2. 


2 să za D n g 
Cimpul X este proiectiv adică, - = oda + ou în, = Le ee. Pi 
Lj 0 
» n 
dacă și numai dacă Xis) = a, Y, cs + $ tyty + di. 
j=1 j=1 
Energia f = | X||?/2 are gradientul de componente 
a i n L ðX: n 3 n -Ž 
a = $ XA = Y Xda Y Ctr + Gtit ayj = 
dL i=l 2%; i=l k=l 
n n n 
== X; pă Cik + ĉj b2 At, -+ Z (1773. i 
k=1 i=l i=l 


Din acestea se observă că zerourile lui X (dacă există !) sînt puncte critice- 
ale lui f. Derivînd din nou, găsim 


12 a 2E, o. n 2X 
f =y RAAR 5 Mao =x 
OLI 0 iz Lj Lk jml 0; 0 
n 3X, 0X = aj 
=5 aE aE A de;5ae H Crdi) = 


i=1 Ly Lk i=l 


n 3X ðX n i ” (AX, ” 
= y + Xe Xe i Af= i iz 2 F că, = 
À da, aT 10; H Ajr F f EAr + a Xi 
n dă, 2 z = zi 
= ~] + ———- Dyldiv X). 
H E 


9.7. Energia unui cimp vectorial torsional 


Fie X = (X, ..., Xn) un cîmp vectorial torsional pe Dc R”, adică. 

X este de clasă C°” şi = = @ðy FX Y; i,j = Lp... n, unde a este 
Ti 

un cîmp scalar de clasă C* pe D, iar Y = (F, ..., Yn) este un cîmp: 
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-vectorial de clasă C” pe D. Energia f = || X|?/2 alui X satisface L Sm = 


27; 
n 5Y 


= 3 A Bă = 4X; + 2fY;. Rezultă gradf= aX + 2fY şi Dif = 
îi L; 
= 2 (4 + (X, Y))f. Astfel: 1) zerourile lui X (zerourile lui f, puncte de 
minim global ale lui f) sînt puncte critice ale lui f, 2) punctele critice ale 
-energiei if sînt sau zerouri ale lui f sau zerouri ale lui 4 +(X, F). 
Prin calcule directe găsim 
52 7 
r sa Mp te of 23 Xe EE s + E a PEA A AA 
EL 0 dz Tr 


Af = Dya + 2f div Y -+ na? + 3 (X, Y) a + 4f || Y|. 
Teoremă. Fie X un cîmp vectorial torsional pe D c R". Dacă æy este 


un punct de maxim local al energiei f și a (20) # 0, atunci 2, este un zero 
al lui a + (X, Y). 


Demonstraţie. Fie a un punct de maxim local al energiei f. Atunci 
æy este un punct critic al lui f [şi deci un zero al lui f sau un zero al lui 
a+ (X, Y)] și Af(zo) < 0. Presupunem X(x) = 0. Rezultă Af (x) = 
= na?(@) > 0, contradicţie! Rămîne că X(x) # 0 şi deci z, este un zero 
al lui a + (X, `y). 


Liniile de cîmp ale unui cîmp torsional X sînt drepte reparametrizate. 
Expresia energiei lui X pe o linie de cîmp «a:I >D este f° a (t) = 
t 


i + (X, Y); o x(u) du 


= f- alt) e * . Aceasta arată că f este sau o constantă sau 
are o va iiie exponențială pe liniile de cimp. Dacă (a + (X, Y))o «este 
nedescrescătoare, atunci f- g este sau convexă sau concavă. 


9.8. Energia unui cîmp vectorial hamiltonian 


Considerăm hamiltonianul H : R” > R, (2, y) > H (s, y) de clasă 
0? şi cîmpul vectorial hamiltonian X = (X, Fea X; = — aH] ðY, 
Ke c = Hð, i = 1, -3 n. Notind Y = grad H =(9H/29%, 2H/0y,) Și 


ô =I 
observăm că X = J Y, unde J = | | este matricea structurii complexe 
OE 
canonice a lui [R2. 
Energia f = ||X||?/2 a cîmpului vectorial hamiltonian X satisface 
= z IXI? == > Israd H||?. Acest rezultat nu este întimplător. El este 


o anti a = că X se obţine din grad H prin rotația dată de ma- 
tricea J(X şi grad H sint cîmpuri vectoriale ortogonale, adică X este 
un cîmp vectorial tangent la hipersuprafeţele de nivel constant ataşate 
tui H) şi arată că zerourile lui f sînt punete eritice ale lui H. 
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__ Fieg:1 > R” o linie de gradient a lui H. Funcția f o a este monoton 
crescătoare. Dacă I = [tp cc) şi există lim a (t) = s, atunci z, esteun 


=o 
punct critieal lui H (un zero al lui X) și deci un zero al lui f (v. 5.1). 

Cîmpul vectorial Y — grad H este irotațional şi deci grad f = DyY = 
= D_yx(—JX) = Dog] X. Astfel se observă că zerourile lui X sint punete 
critice ale lui f şi că mulţimea punetelor eritice ale lui f conţin orbitele lui 
JX care sînt drepte. 

Notăm Ery = Y: Și folosim indicii g, B, y = i, n -+ i. Matricea hes- 
sianei lui f are elementele 


af 27 aE oy. 20 2Y. 
A = i . S p ii F y Y, pa] > iii 
ILa L3 y=1 Oda Ola y=1 OVa Lg 
_ 2% 3f, dX; + y Y dă, 
DA a. TS 
y=1 Va Cg y5 07,0% 
ind 2Y. 2Y me” i 
'Pinind seama că lib n găsim laplacianul 
Lz Xy 
2n 2Y. 2 h . = 2n 2X 2 A = 
Af= 5 ( i) + Dy(divY)= 3, [i 4 + Dy(div JX). 
a,y=1 La a,y=1 Tla 
Se observă că div JX = —AH. În consecință, sînt adevărate urmă- 


toarele propoziții : 

1) JX este un cimp vectorial solenoidal dacă și numai dacă H este- 
un cîmp scalar armonic. 

2) Dacă H este un cîmp scalar armonic, atunci f este un cîmp scalar- 
subarmonic. 


Teoremă. Fie X un cîmp vectorial hamiltonian pe R™®. Dacă fiecare 
vector nenul X(x) satisface Dyx(div JX) >0 și energia f atinge un 
maxim local într-un punct Xa, atunci X se anulează identic pe o vecinătate 
a lui £y. 


Demonstraţie. Presupunem că v, este un punct de maxim local (necesar 
punct critic al lui f) şi X(x) # 0. Rezultă că hessiana d?f (wg) este negativ 
semidefinită şi deci Af(xọ) < 0. Pe de altă parte, Af >0 în orice punct 
în care X nu este zero. Rămine că X(x) = 0. Deoarece f(2) = 0 este un 
maxim, funcția f şi deci X trebuie să se anuleze identic într-o vecinătate 
a lui 2. 

Presupunem că H nu are puncte critice. Atunci X = ||X]| U, |U|=1 
şi restricţia energiei f la o linie de cimp B(s), s eJ, alui U (s fiind abscisa 
curbilinie) este bine determinată de restricția lui div U la această linie. 
Într-adevăr, notînd 1 = ||X||° 6, e = divUo 8 şi ţinind seama că X este 
un cîmp vectorial solenoidal, adică 0 = div X = Dul|X] + [XI div 
U, găsim dl/ds = —lọ. Astfel 


- foina 
(s) = e * > 2 (80) = lo 
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A A a Et a : : e i = 
În încheiere să considerăm hamittonianul He, y) = ic a + V(a), 


zel c IR, yelR, care se ataşează unui sistem conservativ cu un grad 
de libertate, cu V funcţie de clasă C°. În acest caz cîmpul vectorial hamil- 
tonian este (—y, V'(2)) și are energia fle, y) = (V”(s@) + y?)/2. Energia f 
este mărginită interior, dar nu este mărginită superior. 

Se observă că dacă x este un punct critic al lui V, atunci (X, 0) este 
un punet de minim global pentru f. 

Deoarece df(x, y) = V'(a) V(a) de + ydy , punctele critice ale 
energiei sînt soluţiile sistemului V'(x) V” (2) = 0, y = 0. Printre aceste 
puncte se află şi (xp, 0), unde xp este un punct de extrem sau de intlexiune 
pentru V. 

Utilizind diferenţiala de ordinul doi, d2f (x, y) = (V'(æ) V” (2))dz2+ 
-+ dy, deducem că f este convexă dacă şi numai dacă funcția V’V” este 
crescătoare. Tot de aici rezultă Af = 1+ (V'V”Y și deci f:I x R >R 
poate fi armonică. Într-adevăr, ecuația diferențială 1 + (VW) = 0 
admite soluțiile 


V(a) = + i aa (0 F 2ba Fo — te aresin „ză, + a) A 
2 2 b- e 
a e(b —Vb2 + e, b + Vb: + e), care sint de clasă C°. 

Considerăm sistemul diferenţial = = —y, “A = V'(a) care descrie 
liniile de cimp ale cimpului vectorial ( sc Y'(a)) si presupunem că (To, 0) 
este un punct de echilibru. Utilizind aproximarea liniară = — y, 
dy ' 


i = V”'{x,) (e — 29), ajungem la următoarele concluzii : 
1) dacă V'"(2) > 0, atunci punctual de echilibru (xp, 0) este stabil 
2) dacă V”(s,) <0 (rezultă că r, este punct de maxim pentru V) 
atunci punctul de echilibru (2, 0) este instabil. 


Complemente. Energia unei curbe. Fie Do mulțime deschisă și conexă din R»? și 
h 


1 (laa |P 
&: I — D o curbă de clasă CŁ. Dacă [a, b} C I, atunci numărul Eala) =i | 2 d! se numește 
= Ip) 


a 


energia lui œ de la ala p. 
Energia lui g de la a la b poate fi comparată cu lungimea arcului lui g de la q la b care 


da 
d 


b 
x săli | 
este dată prin ăla) = \. lar. Într-adevăr, utilizind inegalitatea lui Cauchy-Schwarz 
i 
8 


b b 


2 z 
( | a) HO a) < (| (H a) 


a a 


de(t) ar) 


abar o 
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| 
da s ` 
cu ẹ(i) = 1, (f) = =| observăm că [Zâ(0)P < 2(b — a) E2(a), cu egalitate dacă și numai 


dacă W este o constantă. 


Fie X un cimp vectorial de clasă C! pe D şi f = |X!272 energia lui X. Dacă g este o linie- 
de cimp a lui X, atunci 


b b 
ra) = | feld) dl, Lala) = | V270) a 


și în consecință au loc următoarele proprietăţi : 
1) Lie) este nulă dacă și numai dacă g este un punct de echilibru ; 
2) 12(a) este nulă dacă și numai dacă g este un punct de echilibru ; 


3) în ipoteza că g nu este un punct de echilibru, [r2(a)k = 2 (b — a) EÈ(a) dacă şi numai: 
dacă parametrul 1 este proporțional cu abscisa curbilinie a lui g ; 


4) dacă g este o linie de gradient a cîmpului scalar V, atunci oa) = V(a(b)) —; V(ala))-- 
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